


COAEPXXAHUE

MpeamucnoBre .. ... ...ttt 11
TMABA I. APUDPMETUKA. ANITEBPA . . . ................. 13
§ 1.HatypanbHble umena . .....coviviiii i 15
1.1. JecATrYHAA 3aNIUCh HATYPATBHBIX UMCEI. « « v v v o o v v v o . 15
1.2. ApudmeTrnuecKkue AefiCTBUA HAX HATYPATbHBIMU

yucysamMmu. CTeleHb ¢ HATYPAJTbHBIM ITOKA3ATEIIEM « « ¢ v o v o v« & 16
1.3. [1eTMMOCTD HATYPANIBHBIX UMCEIL & o v o o o o v o v e e oo nnnnn 18
1.4. TIpUBHAKY TEITMOCTHL « o v o v o e oo oo o osnnsonenennnsns 19
1.5. IIPOCTBIE 11 COCTABHBIE UMCIIA « « ¢ o o v o o o s oo v o s onsnnnns 20
1.6. Haubosbinmii o0muii geanrenb. HanMeHbiee

OOIIIEE KPATHOEC . « v+« v v e e v v oo e e s eenenneeneneenenenneens 21
1.7. [TeIEHTE C OCTATKOM « « « « « v e v oo v v nevvnnsnnnsnnnoens 23
ITpumepor 3a0aRUTE NG 1. . oo vttt et et i e enennns 24
8 2. [PobBM ..o e e e e 28
2.1. O6siKHOBeHHAs Apo6b. OCHOBHOE CBOICTBO APOOH.

CPABHEHUE IPOOCTA. « v ¢ v v vt e veeneeeteeneneeneneenens 28
2.2. ApudpmeTnueckue OeficTBUA ¢ OOBIKHOBEHHBIMU

TPOOAMI « v v v ettt ae e enenesneeneneeneneanenennens 31
2.3. Hecarnunas npo6s. CpaBHEeHUE JeCATUYHBIX Apobeit. ... 32
2.4. ApudpmeTnuecKue OefiCTBUA C JeCATUUHBIMU

TPOOAMI « v v v e e ot ene e sneneeeeneneensneanesnenasns 33
2.5. HaxosxaeHue 4acTu OT I[eJIOTO 1 IeJIOr0 II0 ero YacThu . ... 395
2.6. IIpeacraBieHne 0OLIKHOBEHHOI IPO0OY B BUE TECATUUHON’.
BeckoHeuHbIe IIePUOAUYECKYE NeCATHUUHBIE APOOH . .. ... ... 36
2.7. OKPYTUICHUE YHCEIL « « « v v v v oo v v o e s nononnsnnnennsas 37
ITpumepovr 3a0aRUTE NG 2. . .ottt ettt enennns 38
2.8, TIPOIICHTBL « v v vttt teteeneeeeneneeeenennenennas 41
2.9. Haxoxx/JeHre IIPOLEHTOB OT BeJINYNHBI 1 BeJINYNHBI

TIO €6 TIPOITEHTAM « ¢ « o v o o o o o e v oo oo nennsnsnesnsnenanns 42
2.10. OrHomeHue. IIPOIEHTHOE OTHOIITEHME « v ¢ v o v o v v v v o 43
2.11. TIPOTOPIIHIT « v v v v e vt e e e neeeeeoneneeneneenennas 45
2.12. IIpsamas u oOpaTHAA MPOIOPITUOHATIBHBIE 3aBUCUMOCTH . 46
IIpumepvl 3a0aHUTL N 3. . oo vttt e i i e 47



( CognepxaHune

8§ 3. PALMOHANBHBIE YMCHA . oo vt e et e ee e e
3.1. Ilenbie uncia. PaliOHANBHBIC UHCTA « « « ¢ v e v v oo e v e s
3.2. KOOPAHATHAT TIPAMAT « v ¢ v v o v v v e neeeenennenennas
3.3. Moayap unciaa. CpaBHeHUE PAIMOHATIBHBIX YNCET . . . . . .
3.4. ApupmeTnuecKue AefCTBUA C PAIIMOHAIBHLIMUI

R 07 (03 7 1107
ITpumepor 3a0aRUTE NG 4. . ..o ittt i iae e e

8§ 4. Lenble BBIPCOKEHMSA. . . o oot e et
4.1. BykBeHHOe BhIpasKeHUe (BhIPAsKeHUE C IePEeMEeHHBIMU).
ANTeOpaUEeCKIe BEIPAMKEHTIT « v o v v v o oo oo s nsnnenenanns
4.2. CBoiicTBa CTENIEHU C HATYPAJbHBIM IIOKA3aTEeIEeM . . . . . . .
4.3, OHOUIIEH « « v v v v ot vttt et neeeneenneenneenneens
4.4. MuorousneH. CTenmenb MHOTOWIeHA. KopeHb MHOTOUJIEHA
C OHOM TICPEMEHHOM .« « v o v v v v o e oo e eeeeneneneenenenens
4.5. Cioxenue, BBIYUTAHNE ¥ YMHOXKEHNE MHOTOUYJIEHOB . . . .
4.6. KBagpaT cymMMbI U KBaZpaT pasHoctu. @opmysia
PABHOCTH KBAZLPATOB &« ¢ ¢ oo v e vt e onnnessennnnnnseesnnss
4.7. ®opMyabI CYMMBI KyOOB 1 PABHOCTH KY0OB. . .« o v v v .. ..
4.8. PaznoxeHre MHOTOUJIEHOB HA MHOKUTEI M « « « « o o o v v\« &
ITpumepoL 3a0aRUTENES. . oot ettt e enennns

8 5. [IPOBHBIEC BBIPKEHMS . o v o et ve e e e eeennnnnns
5.1. Anrebpanueckue (PalIOHAIBHBIC) JPOOH. « o v v v v v v v n ..
5.2. Toxmectso. ToxxaecTBeHHbBIE IIPEO0OPA30OBAHNS
BBIDAMKEHIM « o v v v v ve e e e enneeeeeennenseennneeesenns
5.3. OcHOBHOE CBOMCTBO paruoHAJbHOMN Apoou. CoKpalenue
150 70107 7 SR
5.4. [leticTBUSA ¢ anreOPamIeCKUMU JPOOAMI .« o o v v v v v v v v .
IIpumepvl 3a0aHUTL N 6. . o o oottt et
5.5. CremneHb ¢ HYJIEBBIM U IEJIBIM

OTPUIATEIbHBIM MOKABATEIAMI. « « « v v o e v o v o veeeeeennnns
5.6. CTaHIAPTHBIA BUJ UMCIIA « v v v v v o oo v v oo nnenennenns
ITpumepot 3a0AHUTE NG 7. o o v vttt et et eeeeeneenns

§6.KOpeHb M3 UMCNA .. ..ottt it it
6.1. KBagpaTHBI KOpEeHb. ApuPMeTUUeCKI
KBAJPATHBIF KOPEHDB « v v ¢ v o v v v oo oo neeenenenseneneneas



( Cogepxanue )

6.2. CoiicTBa apupMeTUIECKOT0 KBaAPATHOTO KOPHA. . . . . . . 90
6.3. ToxxnecTBeHHBIE IPeoOpa30BaHUA BEIPDAKEHUH,

COJEPKALINX KBAJPATHBIE KOPHM . « v ¢ v v o v v v v neaesnennnns 91
6.4. KOPEHD TPETHEH CTETICHM .« « v v v v o v oo e oo o nennenennns 93
6.5. 3anuch KOPHSA C IIOMOIIBIO CTEIIEHU C JPOOHBIM

TIOKABATEIIEM & « v v e e v v e e e s o nesnnnenneonnsnnesnnneans 94
6.6. ITouaTue 06 UppanMOHaJILHOM uucie. [lecaTuunsie
TPUOIMIKEHUA UPPAITUOHATIBHBIX UMCEIT « o v v v v v v o e v nennnn 94
6.7. IlousaTue o MHOKecTBe. UMCIOBBIE MHOKECTBA.

MHOKECTBO JEeACTBUTEIBHBIX UMCEIL « v ¢ v v o o o v oo e v eennnns 95
ITpumepor 3a0aRUTENE 8. . o o vttt ettt ineenns 98
§ 7. YpaBHEHUS C OBHON NEPEMEHHOM . . ..o oo e veen .. 103
7.1. O6mue cBemeHmns 00 ypaBHEHUAX C OMHOM mepeMenHo#i .. 103
7.2. JIuneiinoe ypaBHEeHUE C OTHOUN IePEMEHHOM . « . . . v . . . .. 105
7.3. KBAZIPDATHOE YPABHEHIE . o v v v v oo e v oo e v nennenennnnn 106
T.4.TeopeMa BHeTA . . . v v v ittt ittt it e iieee i 108
7.5. KBagpaTublii TpéxusieH. PasaokeHre KBaIPaTHOTO

TPEXUTIEHA HA MHOMKUTEIT « « « v o o v o o v oo oo ososnennasensas 109
ITpumepor 3a0aRUTENG 9. . o vt e ettt e it eeeeneenns 111
7.6. PalliOHAIBHBIE YPABHEHMA. « « « ¢ v ¢ o v oo v v e neenennnns 114
7.7. MeToZT 3aMEHBI TTEPEMEHHOM « « « ¢ v o v o oo v v onesnnnnenn 115
ITpumepor 3a0arUTE NG 10. . .o oo vttt et i e iaeenns 117
§8.DyHKLMM . ..ot e 120
8.1. Ilouarue pyuknuu. O6sacTs onpeneIeHUs

¥ 00J1ACTH BHAUECHU QYHEITII « « « ¢ v o o o oo oo v nevnsnnnanns 120
8.2. Cr1oco0BI 3aJaHUA DYHKIIMM « « « v v v v oo v e nesnnnennsas 121
8.3. TPADUK PYHKIIAT .« o v v v vt veeeeeeneeeeneneenennns 123

8.4. Hynu dyukiuu. IIpoMeKyTKY 3HAKOIIOCTOSIHCTBA.
Bospacrauue u yosiBanue pyuxnuu. Haubosnbiree

Y HAUMEHbIIee 3HAUCHUT PYHKITAL « « « ¢ v v v v v e v nnneennnnns 125
8.5. Urenue rpad@uKoB QYHKIUIH, 0TOOpaAKAIONINX PeaTbHbIe
TIPOITECCEI« & « v v e e et e e e e e neaeseeneneeneneeneneneens 127
8.6. JIuneiinaa QyHKIIMA U €€ cBoiicTBa. [Ipamas
TIPOTOPITAOHATIBHOCTD « ¢ ¢ v o v o o e v oo oo nososnnsnsosnasns 129



( CognepxaHune )

8.7. ObpaTHas MPOIOPIINOHATbHAA 3aBUCUMOCTb.

DyHEMUA Yy = ;, THe R #0, MEECBOMCTBA « v v v v v v v v v e nnnn 131
ITpumepor 3a0arUTE NG 11 . . oo vttt it ettt eneenns 133
8.8. KBagpaTtuuHasa QYHKIIUA 1 €€ CBOTCTBA « v ¢ v o v o v o v v v w 146
8.9. dyuKIUMA Y = J;c MEECBOMCTBA « v v v vt e eeeenenennns 150
8.10. 'paduk dyHrnum y = 3«/;6 ........................ 151
8.11. OYHKIUA Y = |x| e CBOMCTBA « v v v v v v e veeeennnnnn 152
8.12. PemeHue ypaBHeHUH

TPAGQUUECKIIM METOMOM « ¢« o v e o o o s oo oo nosososnssnsanas 152
IIpumepot 3a0aRUTL N 12, . .o v vttt eeanns 154
§ 9. YpaBHeHUS ¢ AByMS NEPEMEHHBIMM . . . . oo v v een ... 165
9.1. Pemtenvie ypaBHEHUS C JBYMs I€PEeMEHHBIMU.

IPaGUK YPABHEHMA « « v v v v v vt eteineneeenneenenenasns 165
9.2. CucreMbl ypaBHEHUH ¢ AByMs ITIEPEMEHHBIMU.

Pemrenue cucrem ypaBHeHUM rpad@nuecKUM METOAOM . . . . . . . 167
9.3. MeToas! pellieHusi CUCTEM ABYX YPaBHEHU

C IBYMS TIEPEMEHHBIMI « ¢ v ¢ v o o o oo v oo nesosnssnsnenanns 171
IIpumepovt 3a0aRUTL N 18, . . oo v ittt eeanns 174
8§ 10.TEeKCTOBBIE 3AAAUM . . o v o vttt e et e e 179
10.1. Pertenre TeKCTOBLIX 3aaU C IIOMOIILIO YPaBHEHUH . ... 179
ITpumepor 3a0aRUTE NG 14, . . v ottt et i e eaeenns 181
10.2. PemeHne TeKCTOBBIX 3a7aU C IIOMOIILIO CHCTEM

VPABHEHII . ¢ o v v v vt v e oo tnenesesnsneenesnesnsnenasns 185
IIpumepovt 3a0aHUTL N 15, . o oo v e it teiieeeeanns 187
10.3. Pelrenne TeKCTOBBIX 3a4a4

APUPMETHUCCKIM CITOCOOOM .+ v v v v v e v e neeevnenennennas 189
ITpumepor 3a0aRUTE NG 16. . .o o v ettt i e eaennns 190
10.4. IIpaKTUKO-OPUEHTUPOBAHHBIE 3aJAUN « o o v o v v e 193
ITpumepor 3a0arnuiti Ne 17 [BoHm] .. ..o o vv e, 199
ITpumepor 3a0anuiti Ne 18 [JTuem] .. ..o oo eeiinenn. .. 205
ITpumepor 3a0anuii Ne 19 [ITeuv]. .. ... cvveeeeneennn.. 210
ITpumepor 3a0anuii Ne 20 [IITunbL] « .o o oo e ee e, 216
ITpumepor 3a0anuii Ne 21 [Keapmupa] . .......ccoouv.... 222



( Cogepxanue )

§11. HepaBEHCTBA . . ..ot i vttt ie i i e 224
11.1. YucaoBble HEPABEHCTBA M UX CBOMCTBA. « v v v v v v v v v 224
11.2. OmeHKa 3HAUEHUI YNCIOBLIX BEIPAKEHUIT

C IIOMOIITHIO CBOMICTB UMCJIOBBIX HEPABEHCTB . « « v o v v ¢ o 0 v e v v 226
11.3. O61ue cBeleHMA O HEPABEHCTBAX C OJTHOM mepeMeHHoun . 228
11.4. YMCTIOBBIE TIPOMEIKYTEI « « « ¢ o ¢ o o o o oo s nonosonsnnnns 229
11.5. JIunelinbsie HEpaBEHCTBA C OJHOM IIePEMEHHOM.

CHCTEeMBI TMHENHDBIX HEPABEHCTB « « « ¢ v o o e o v o v e v e snnnannn 230
11.6. KBaipATHBIE HEPABEHCTBA « v v ¢ v o o o o o v v o vosonnnnns 233
ITpumepor 3a0arUTE NG 22, . .. it it e it eneenns 235
8§ 12. Yucnosble NOcNepoBATENBHOCTU. . . . oo oo v et 241
12.1. IToHATHE IIOCTEHOBATEIBHOCTI . « « v v v ¢ o v o e v v v e vnons 241
12.2. CmocoOnI 3aJaHUA IIOCIELOBATEIBHOCT ! . « v v v v v v v v v ™. 242
12.3. Apr(PMETHUECKAT IIPOTPECCHIT « « v v v v v v v e v e v nennnns 244

12.4. CymMma n nepBbIX WIEHOB apudMeTHYecKoil mporpeccuu. . 245
12.5. 'eomeTpuueckas mporpeccusi. PopMmyJia CIOKHBIX

TIPOIIEHTOB « « « v v v e v e e e e e oeaeaeenenneeneneenenennens 246
12.6. CymMa n epBbIX YJIEHOB I'eOMeTPUUYECKON

TIPOTPECCHIT « « v v v v v e e e e e e e aeseenenneeneneenenennesns 249
12.7. Cymma 6eCKOHEUYHOM reoMeTpHUUeCcKoi Mporpeccu,

MOZYJIb 3HAMEHATEJsI KOTOPOU MEHBIIIE €AUHUIIBL « o ¢ v o v o v o« 250
ITpumepor 3a0arUTE NG 23, . .o oottt ii e eneenns 250
§ 13. dnemeHTb KOMBMHATOPUKM, TEOPUU BEPOSTHOCTEN,
OMUCATENBHOM CTATUCTUKM . . ot ittt et i ee e ae e aeennnns 254
13.1. Kom6unatopHsbIie 3amaun. [lepebop BapuaHTOB. . ... .. . 254
13.2. KomOuHaTOpPHBIE IPAaBUJIa CYMMBI U ITPOU3BEIEHUA . . . . 256
13.3. IIpezacraBiieHne JaHHBIX B BUE TAOJIUIL, JUATPAMM,
TPADIKOB. « ¢ o v vttt ee et tneneseeneneensneenesnenesns 257
13.4. Cratucturka. CraTcTUUeCcKUe XapaKTePUCTUKI . . . . . . . 259
13.5. HacroTa 1 BEpOSITHOCTD CJAYUYAHHOTO COOBITHA . . .. . ... 261

13.6. JocToBepHBIE 1 HEBO3MOKHbBIE COOBITHUA.
PasuoBo3MOKkHEBIE cOObITHA. K1accuuecKkoe ommpeiesieHIIe

BEPOATHOCTIL « v v v v v v oo vt oevesnsasonensasensnsnsens 263
13.7. IIpencraBieHue 0 TeOMETPUUECKOI BEPOATHOCTH . . . . . . 266
ITpumepor 3a0aRUTE NG 24 . . . oottt i 267



( CognepxaHune

MABAILTEOMETPUA . ....... ... ..o it

§ 14. Mpocreitume reometprueckue Gpurypsl u X CBOMCTEA .
14.1. IIpamas, Jy4, oTpe3oK. VIsMmepeHre OTPE3KOB . . ... ...
14.2. Y101, VIBMEPEHME YTTIOB « & v ¢ o e v v v e v veevnesnnnnnns
14.3. CMeKHBIE Y BEPTUKATBHBIE YTTIBL « « o v v v v v oo e v nennns
14.4. IlepueHAUKYJIAPHBIE IPAMBIE. YTOJI MEKIY
repeceKaIUMuUC IPIMbIMU. [lepneHguKyasap

U HaKJIOHHAsA. PaccTOSHME OT TOUKH IO IPAMOM .« o v v v v v v v s

ITpumepor 3a0arUTE NG 25, . ..ottt i it eeneenns

§ 15. NapannenbHbIE APAMBIE. . . . oo vveeneeneennnnn.
15.1. IIpu3HaKy MapaLIeTbHOCTA IPAMBIX « « v v v v o v v v e n .
15.2. CBoiicTBa MAPALTIETBHBIX IIPAMBIX « « o ¢ v o v oo v v nennas
ITpumepor 3a0aRUTE NG 26. . ..o v ettt i e enennns

§16.TPEYIONBHUK. . . o ittt ittt eens
16.1. SyeMeHTHI TPEYTOJbHUKA. PaBHBIE TPEYTOIBHUKN

16.2. BUABI TPEYTOTBHUKOB . « ¢ v ¢ v o o v o oo esnesnenennnns
16.3. [IpusHaKky PAaBEHCTBA TPEYTOIBHUKOB « o v oo v v v e wenn.
16.4. CBoiicTBa paBHOOEIPEHHOTO TPEYTOJBHUKA « « ¢ v o v o v«
16.5. IIpusHaky paBHOOEIPEHHOTO TPEYTONBHUKA . o v o v ... .
16.6. Cymma yriioB TpeyroiabHuKa. CBOMCTBO BHEIIHET0 yIjia
TPEYTOIBHIKEA « ¢ « v e o o o o v ave e oo onnnenssesnnnneesesanss
16.7. HepaBeHCTBO TPEYTOJbLHIKA. 3aBUCUMOCTD MEXKIY
BEJIMUNHAMU CTOPOH U YIVIOB TPEYTOJBHUKA « ¢ v e v v v v v vvs o

16.8. IIpu3HaKu paBeHCTBA IPAMOYTOJBHBIX TPEYTOJIbHUKOB.
CBO#ICTBA IPAMOYTOJBHOTO TPEYTOTBHUKA « ¢ v v v v v v v v v vnn .
16.9. Tepema Paseca. TeopeMa 0 TPOITOPITMOHATIBHBIX OTPE3KAX
16.10. CpemHAS TUHUST TPEYTOTBHIKA. « « o o v v v oo e v eennnnn
16.11. ITog00HBIE TPEYTOTBHUKM « « « « ¢ ¢ e v v v o e v oo e nnnnnns
16.12. IIpusHAKY TOJOOUA TPEYTOJBHUKOB .« « « v v v o v v oo v n s
IIpumepor 3a0ARUTL N 27 . o oot i i ettt eeeanns
16.13. MeTpuuecKue COOTHOIIEHUS B IPAMOYTOJIbHOM
TPEYTOIBHIIKE « ¢ « v e e v vt v aeee s o onnnenssesnnneesenanss
16.14. Teopema ITudaropa . ... ...coveeeeneenenenenns
16.15. Cunyc, KocuHyC, TAHT€HC U KOTaHTeHC OCTPOTO yIia
IPAMOYTOJIEHOTO TPEYTOTBHIKA & o ¢ o o o v v v e v oo nnnnnsenns



( Cogepxanue )

16.16. Cunyc, KocuHYyC, TAaHT€HC U KOTaHTeHC yIiia

OTO mO 180 . .ttt ettt ettt 320
16.17. TeOopeMa KOCHHYCOB . « v v v v v e v v nesonnennnennnnens 322
16.18. TeOPEMA CHHYCOB « « o v v v e v ve e onesnnneennnennnens 323
ITpumepol 3a0aRUTE NG 28, . o v i v et it e et eneenns 324
8 17. OKPYXKHOCTB UKPYT « oo ev e e eeeieeieeeenennnns 329
17.1. IloHATHE O TEOMETPUUECKOM MECTE TOUEK.

IIpuMepsl TMT ...ttt ittt it te e inenennn 329
17.2. OKPYsKHOCTD U KPYT, UX BJIEMEHTBI « « + ¢ v v v oo v v e nnns 330
17.3. CBOIiCTBA JIEMEHTOB OKPYIHKHOCTH « « « v v v v oo v v nennns 332
17.4. KacarenbHasd 1 CEKYIIAT K OKPYKHOCTH « « « v v v v v o oo s 333
17.5. BaauMHOe pacuooKeHue ABYyX OKPYKHOCTEH . .. ... .. 335
17.6. OKpY:KHOCTDb, OIUCAHHASA OKOJIO TPEYTOJbHUKA . . . . . . . 336
17.7. OKpY:XKHOCTb, BIIUCAHHASA B TPEYTOJNBHUK « ¢ « o ¢ v 0 v o v v 338
17.8. IlenTpasbHbIE ¥ BIUCAHHBIE YIVIBI. 'paycHasa mepa

IYTH OKPYIKHOCTIL + « v v e e v v o e oo oo enenneneneenenennens 340
17.9. JIUHA OKPYIKHOCTIL « v v v v v v oo v v oe s eoesnnnnnnnens 341
ITpumepor 3a0aRUTE NG 2. . . v oottt i e e eneenns 342
8§ 18. MHOTOYIONMBHUK . . o oo v et ie it ieeieeeenennnns 350
18.1. YUeTHIPEXYTOIBHUK U €70 DJIEMEHTBI « ¢ ¢ v v v v v v v v v nno 350
18.2. ITapaiesorpaMM 1 €70 CBOMCTBA . « « « v v v v v v e v ennns 351
18.3. IIpuU3HAKY MAPATIICTIOTPAMMEA « « ¢ v v o v v v e v e s nennaens 353
18.4. IIpAMOYTOIBHUK, POMOG, KBAZPAT « « « « v v e v oo e v nennns 356
ITpumepor 3a0arUTE NG 30. . ..o vttt ieeneenns 357
18.5. Tpamenus. CpeaHsA TUHNAA TPATICIIHM « o v v o v oo v v 362
18.6. YeThIPEXYTrOIbHUK, BIUCAHHBIN B OKPYKHOCTD . . . . . .. 364
18.7. YeThIPEXYTrOJBHUK, OIUCAHHBIN OKOJIO OKPYKHOCTH . .. 365
18.8. CymMMa yr10B BEIDYKJIOTO MHOTOYTOJBHUKA . o o o v v v v . . 366
18.9. IIpaBUIbHBIE MHOTOYTOJIBHUKM « ¢« v v v v e v noeennnnns 367
ITpumepor 3a0arUTE NG 3L . . oo ottt et et eneenns 369
§19.Mowaab MOBBEM . ... oo i i iii i 376
19.1. IToHATHe IIOIIAAN MHOTOYTOJbHUKA. I11011anb
TIPAMOYTOTBHTKA « « ¢ v ¢ v e v o v ot v oo eeneneeneneneenennas 376
19.2. ILnomaasb mapaiaeorpaMMa 1 TPATICIIM . « « o o v o v o v . 377

9



( CognepxaHune )

19.3. ®opMyJIbI AJ1A HAXOXKIECHUA MJIOMIAAN TPEYTOJIbHUKA. . . 378
19.4. ILnomazasb kpyra. I1momagb CEKTOPA « « v v v v v v v v e v e e 380
19.5. ®opmysibl 00HEMOB IPIMOYTOJIBHOTO TTapajeenuiena,
KYOA T IIIADA . « « v v v e v v o e v neeennesonneenneenesnnnennses 381
ITpumepor 3a0aruiE Ne 32. . .. oot i ieineenns 381
§ 20. lekapToBble KOOPAVHATBI HA MIOCKOCTH. . « . o o e . . . . . 389
20.1. KoOpAVHATHAS IJIOCKOCTD « v v v v v v o oo e v nennnnennas 389
20.2. ®opmyJia paCCTOAHUA MEKIY ABYMS TOUKAMU.

KooparHATEI CEePEITHBI OTPEBKA « ¢ v v v v v v v v v neenenennens 390
20.3. YpaBHeHUEe QUTYPHI. YpPaBHEHNE OKPYKHOCTH . . . .. ... 392
20.4. O61iee ypaBHeHUE IPSIMOM. YpaBHEHUE IPAMOI

C YIJIOBBIM KOAMMUITMEHTOM . v v v v v v v v ve v oesnnnennnnns 394
20.5. 'padhuyeckas uHTEpIPETALA HEPABEHCTB

C IBYMS TIEPEMEHHBIMI « ¢ v ¢ v e v o oo nenesnsnnesnsnenanns 396
ITpumepor 3a0arUE NE 33. . .. oottt 396
§21. BeKTOPBI HOMAOCKOCTM . . ot vv e e e eeeeeeennns 400
21.1. ITouarue BexkTopa. Moayab BeKTopa. KosmuHeapHbie
BEKTOPBI. PABHBIE BEKTODBIL « v v v o v o v e vneeoneennnennsas 400
21.2. KOOPIVHATBEI BEKTODA « « « ¢ v v o v o v v oo oevnennnnennas 402
21.3. Cio:KeHre ¥ BEIUNTAHNE BEKTOPOB « « v v v v v v v v eennnn 404
21.4. YMHOMEHNE BEKTOPA HAYUKMCIIO « o v ¢ v e o v v v e nennennns 407
21.5. PasnokeHue BEKTOpa 110 IBYM HEKOJJIMHEADHBIM

BEKTODAM « & v ¢ v e v et e e nenesneenenneeneneenenenssnennas 408
21.6. CraymsapHOe TPOU3BEIEHNE BEKTOPOB. « « v ¢ v e v e v v v v 409
ITpumepor 3a0arRUTE NG 34. . ..ottt 411
§ 22. TeomeTtpuueckmne NpeobpA3OBAHUS . . . . ..o v v ... 416
22.1. [Ismxenue @urypsl. IlapaiienbHbli IEPEeHOC . .. .. . .. 416
22.2.0CEBAT CUMMETPHT e « « ¢ v o v oo oo e e nennenennenennas 417
22.3. L1eHTPATTbHASA CUMMETPIIST « o v v o v oo e oo v nennenennns 419
b2 S 1 =Yoo Yo 1 422
22.5. TomoreTus. ITom00ME PUTYP . « v v v v v v e teeeeeeennnn 424
ITpumepor 3a0arRUTE NG 35. . . .ottt 426

OTBeTbI K IPUMEPAM 3AAAHUM. . . o v v v v i e e e 434



§ 1. HATYPAJIbHbIE YHACIA

1.1. ecatnyHas 3anncb HATypaAnbHbIX YUCEN

Yucnal, 2, 3,4, 5,6, 7,8,9, 10, 11, 12 u T. 1., NCIOJIbL-
3yeMble IPU CUETe IIPeIMEeTOB, Ha3bIBAIOT HATYPAJIbLHBIMMU.

Bce maTypanbHBIe uncia, 3alMCaHHbBIE B IIOPAIKE BO3pac-
TaHUA, 00PaA3yIOT PAX HATYPAJbHBIX uuce] (MU HATypaJb-
HBIA pax). IlepBBIM UYMCIOM HATYPAJIBLHOIO PAAA SBJIIAETCS
ymceJsio 1, BTOPBIM — YHUCJIO 2, TPETHUM — YKCJIO 3 U T. [.

B HarypaiabHOM psAge 3a KasKALIM YMCJIOM CJIEIYET eIré
OJIHO YKCJIO, OOJIbIIee MpeAbIAyInero Ha equuuily. IlosTomy
B HATypPaJILHOM psifie HeT ImocjenHero umcia. CiaemoBaTeiinb-
HO, Cpely HATYPAaJbHBIX UMCEJ €CTh HauMEHBLIIee UYMCJI0 —
9T0 uncyo 1, Ho HeT HanmbGoJIbIIIero.

Harypasibuble yncia 3a0UCHLIBAIOT C IOMOIIIBIO CIEINAIb-
HBIX 3HAKOB, KOTOPbIe HA3BIBAIOT HudpamMu. ITuX mudp mge-
CATD:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

B sammcu umcia B 3aBUCHMOCTH OT MeCTa, 3aHHMAaeMOTO
mudpoii, oHa MOKeT 0003HAUYATh PasHble uucaa. Hampumep,
B uucye 172 nmudpa 7 o603HAUAET UMCIIO CEMbBAECAT, & B UNC-
Jae 7549 — obos3HAUaeT YMCJIO CeMb THICIY.

MecTo, 3annMaemMoe Mu@PO B 3aIllMCU YMCJIa, HA3LIBAIOT
paspagom.

Eciz cunraTh cupaBa HaJieBO, TO IIePBOE MECTO B 3aIlMCHU
Yurcjia HasbIBAIOT Pa3pAdoM eITUHHI[, BTOpPOe — Pa3psaaoM
IeCATKOB, TPeThe — pas3psaaoM coTeH u T. A. Hampuwmep,
B uncyge 7049 umeem 9 emmHUIL paspAga eqUHUIL, 4 e TUHUIIEI
paspdana necaTKoB, 0 eqUHUIT paspsAma COTeH 1 7 eTUHUIL pas-
psAga TBICAY.
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3amnnch, HATYPAJbHBIX UYHCEJ, KOTOPOH MBI II0JIb3yeMCs,
HasbIBaIOT mecATn4HOl. TaKoe HazBaHNe CBA3aHO C TEM, UTO
JEeCATHh eIUHNI KaXJ0r'0 Paspsaaa COCTABIAIOT ONHY eNUHUILY
CJIeNYIOIEro CTapIlero paspsaa.

1.2. ApudmeTtnyeckue gencreus
HQf, HaTYPANbHLIMU YUCIAMMU.
CreneHb ¢ HaTYpanbHbLIM NOKA3ATENEM

Ecsu mo gByM gaHHBIM YmcjaM 10 HEKOTOPOMY ITPABUIY
OIIPeeNISIIOT TPEThe UKMCJI0, TO ATOT IPOIECC B MaTeMaTHKe
Ha3bIBAIOT AeMCTBUEM.

HelicTBUA CIOKEHUA, BHIUUTAHUA, YMHOMKEHUA U JeJje-
HUS Ha3LIBAIOT apu(PhMeTHUECKUMHU JeiCTBUAMM.

B paBencTBe a + b = ¢ yucsia a u b Ha3bBIBAIOT CJIaraeMbI-
MH, YHCJIO ¢ U 3alluCh @ + b — CyMMOH.

B paBencTBe @ — b = ¢ 4yucyI0 @ Ha3HIBAIOT YMEHbBIIAEMbIM,
YMCJIO b — BBIUMTAEMBIM, UKCJIO C ¥ 3aIIMCh @ — b — pa3HOCTHIO.

B paBencTBe a * b = ¢ uncia a 1 b Ha3bIBAIOT MHOKHUTEJIA-
MM, a YKCJIO C U 3alUCh @ * b — mpou3BeIeHueM.

B paBeHcTBe a : b = ¢ UKCJIO @ HA3LIBAIOT JeJIMMBIM, UNC-
JIO b — [menuTeIeM, YKCJIO C U 3aNUCh @ : b — YaCTHBIM.

Apupmeruueckue pgedcTBUS 00JIaAI0T CJAEAYIOINUMU
CBOIICTBAMU.

1. IlepemecTuTEeILHOE CBOMCTBO caokeHus. OT mepecra-
HOBKU CJIaraeMbIX CyMMa He MeHAeTCA:

a+b=b+a.

2. CoueraTeJbHOE CBOMCTBO CJIOKeHUS. UTOOBI K cyMMe
IBYX UYKCeJ NPUOABUTH TPEThe UMCJIO0, MOKHO K IIEPBOMY
YKCJIy IPUOABUTh CYMMY BTOPOTO U TPETHETO UUCEJI:

(a+b)+c=a+(b+c).

3. IlepemecTuTenpHOE CcBOIiCTBO yMHOKeHuA. OT mepecra-
HOBKU MHOMKUTEJIEH Ipon3BefeHre He MEHAETCA:

ab =ba.
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4. CoueTraTeJpbHOE CBOICTBO YMHO:KeHUA. UTOOBI IIpous-
BeleHne OBYX UYMCeJl YMHOMHUTH Ha TpeTbe YHNCJII0, MOMKHO
IIepBOe YNCJIO YMHOKUTE Ha IPON3BeleHIIe BTOPOT'O U TPETh-
€ro uumces:

(ab)c = a(bc).

5. PacmnpeneauresibHOE CBOWCTBO YMHOSKEHHSA OTHOCH-
TEJBHO CJOMKeHUd. UTOOLI UMCI0 YMHOMKUTEL HA CYMMY ABYX
YceJI, MOMKHO 3TO YKMCJIO YMHOMKUTEL HA KaMKI0€e caaraeMoe 1
MMOJIyYeHHBIEe IIPOU3BEAECHUS CIOMKNUTD:

a(b+c)=ab+ac.

Crenensio yncia a ¢ HaTypPaJbHBIM OKa3aTeaeM 11, 00JIb-
muM 1, HA3LIBAIOT MIPOM3BEAEHNEe 71 MHOMKUTEeH, KasKIbIi
13 KOTOPLIX PaBeH a:

anza'a' ...'a.’I‘aen>1‘
-

n MHOKUTeJei

CremeHbio UKcia a ¢ MOKasaTejgeM 1 HA3BIBAIOT CAMO 3TO

YHMCJII0:
al=a.

Hanpumep, 3°=3-3-3-3-3=243,53=5-5-5=125.

Bropyio cTemeHsr umcia HA3LIBAIOT KBaAPATOM YHCJIA.
Hampumep, 3amuchk a? uutamoT «a B KBagpare». TpeTbio cTe-
IIeHb YMCJa HA3BIBAIOT KyOOM umMcejda ¥ 3amuch a® umraior
«a B Kyb6e».

Eciu B umciioBoe BhIpa)KeHHe BXOIUT CTEIeHb, TO CHAYA-
Jia BBITIOJIHSIIOT BO3BEJEHIE B CTEIIEHDb, a IIOTOM — OCTAJIbHBIE
nelicTBUS.

Hanpuwmep, 5-22=5-4=20,5+22=5+4=09,

3apaua. BerunciauTe yaA0oOHBIM CIIOCOO0M:

1) 25-867-4; 2) 329 - 754 + 329 - 246; 3) 125 - 24 - 283.

Pewenue. 1) Ucnosb3yeM mepemMecTUTENIBHOE, a 3aTEM CO-
yeTaTeJbHOE CBOMCTBA YMHOMKEHU:

25-867-4=867-(25+4)=867-100 = 86 700.
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2) Umeem: a*b+a-c=a- b+ c). Torma:

329 - 754 + 329 - 246 = 329 - (7564 + 246) = 329 - 1000 =
= 329 000.

3)125-24-283 =125-8-3-283 =(125-8)-(3-283) =
= 1000 - 849 = 849 000.

1.3. [lenuMocTb HaTypanbHbIX Yucen

Eciu HaTypajgbHOE YMCJIO a OeJIUTCS HAIleJIo Ha HaTypaJib-
HOe YMCcJ0 b, TO UMCJIO @ Ha3bIBAIOT KPATHBIM Yucaa b, a uuc-
Jo b — mesiMTeJIeM YMCJIA 4.

Hampuwmep, uucaa 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30 apasiorcsa me-
auteaamu uucyaa 30, a uncao 30 ABasgeTCA KPATHLIM KaxI0-
r0o U3 3TUX YKCEJ.

D Ecam kakgoe M3 HATypPaJbHBIX UMceJ a W b meaurtcs
HaIleJI0 Ha YUCJIO k, TO U cyMMa a + b Takike JeJuTcA HAIeJo
Ha YnCJIo k.

Hampumep, kaxmgoe us unces 21 u 36 neaurcs Haleso Ha 3.
Torma cymma umcen 21 u 36 Taxske geJuTCA HAIIEJO Ha 3.

P Eciau umcio a meauTcs HalleJIo Ha YHUCJO k, a YHCao b
He JMeJIUTCS HaIleJIo Ha Ymcjio k, TO cymMMa a + b Tak:Ke He
JeJIUTCS HalleJo Ha YHCJIo k.

Hampuwmep, uucio 35 geauTca HaAIEJIO HA YUCTIO 7, a YUC-
Jgo 17 Ha umcyo 7 He genuTcsa Hatego. Torma cymma 35 + 17
TaKk:Ke He JeJUTCS HalleJo Ha YUCo 7.

3apaua. Ilesbie yncia x u y TakoBel, uTo (6x + 11y) nesut-
ca Hanesio Ha 31. [okaskure, uto (x + Ty) menuTcsa HaIeEJO
Ha 31.

Pewenue. Sanuiiem: x + 7y = 31 (x + 2y) — 5 (6x + 11y).
W3 ycomoBua caenyer, uro 5 (6x + 11y) nenurcsa mamesno Ha 31.
Kpowme Toro, 31 (x + 2y) menurca Hameso Ha 31. Torzma pac-
cmarpuBaemad pasHocTs 31 (x + 2y) — 5 (6x + 11y) menurca
HareJso Ha 31.
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1.4. NpusHakm gennmoctun

Mudps 0, 2, 4, 6, 8 HazpIBaOT YéTHRIMH, a UGPHI 1, 3,
5, 7, 9 — HeUyETHBIMM.

IIpuznak meaummoctu Ha 2. Ecim 3ammch HaTypajabHOTO
YKcJia OKAHYMBAETCSA YETHON Mu(POIi, TO 9TO YMCIIO AEJIUTCA
Hareso Ha 2. Ecin 3anuchk HATYyPaJIbHOI'O UMCJIA OKAHUNBAET-
cs HEeUETHOU ITU(MPOoi, TO 9TO YKUCJIO He AeJUTCSI HAIleJ0 Ha 2.

IIpuzuak geaumoctu Ha 10. Eciu 3amuch HaTypaJIbHOTO
yucaa okamuuBaeTcsa mudpoi 0, To 53TO YMCI0 HeauTCA Ha-
nesio Ha 10. Ecau 3anuch HaTypaabHOTO YHCIa OKaHUUBaeT-
cs g06o0it udpoii, orTauuHoi oT 0, TO 5TO UMCJIO He AeJIUTCI
HareJso Ha 10.

IIpusnak geaumoctu Ha 5. Eciau 3anuch HATYypaJabHOTO
yucJia okagunBaetrcsa nudpoit 0 uau 5, To 9TO YMCTIO AETUT-
csa Hareao Ha 5. Eciu 3amuch HaTypaJbHOTO YHMCJIa OKAH-
yuBaeTcsa J000i mudpoi, orauunoin or 0 mam 5, To 3TO
YHCJIO He JeJUTCSA HalleJio Ha 5.

IIpuzuak geaumoctu Ha 3. Ecau cymma mudp duciaa ge-
JUTCS HaAIleJIo Ha 3, TO M caMO UICJO JeJUTCS Hallejlo Ha 3.
Ecau cymma mudp dmcia He JeJIUTCS HAIeJo Ha 3, TO U CaMO
YMCJIO He JeJUTCS Haleao Ha 3.

Hanpumep, uncao 7854 penurca Hameso Ha 3, Tak Kak
cymMMa ero mudp, paBHas 24, meauTcsa Haieao Ha 3. Yuce-
g0 3749 He menuTCsA HAIlEJ0 Ha 3, TaK KaK cyMMa ero mudp,
paBHas 23, He IeJIUTCS HAIEJO Ha 3.

IIpuzuak geaumoctu Ha 9. Ecaiu cymma mudp dumciaa me-
JUTCA HaIejo Ha 9, To U caMo 4YMCJO0 AeJUTCSA Haiesao Ha 9.
Eciu cymma miudp umciaa He OeJIUTCS Halesao Ha 9, To U camMo
YMCJIO He NeJUTCS Hameao Ha 9.

3agaua 1. [loxaskure, uTo 3HaUYeHue Buipaskenusa 1010 + 2
JeJuTCsS HalleJao Ha 3.

Pewenne. 3HaueHme MAHHOTO BBIPAKEHUS WMeeT BU]I
100...02. Cymma mudp sToro umcia pasHa 3. IlosTomy oHO
JeJUTCS Halleso Ha 3.
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3apgaua 2. 3anuch JeCATU3HAYHOIO HATYPAJBLHOTO UYHCJIA
COCTOUT U3 AECATU Pa3JUYHBIX Iudp. MoxKeT Ju 5TO YNCIO
OBITH CTEIIEHBLIO uncia 27

Pewenne. Cymma mmudp mamHoro umciaa paBHa 45. Ciemo-
BaTEJbHO, 9TO umca0 KparHo 9. OgHAKO HM OJHA CTEleHb
yuciia 2 He JeJIUTCA HaleJo Ha 9. 3HAUNUT, JaHHOe YKCJIO He
MOJKET OBITH CTEIIeHbIO umea 2.

1.5. NpocTbie n cocTtaBHble Ynucna

HarypasbHoe unc/Iio Ha3bIBAIOT MPOCTHIM, €CJINM OHO HMe-
€T TOJILKO IBa HATYPAJbHBIX HEJUTEJA: eAUHUIY 1 CAMO dTO
YHCJIO.

Hanpuwmep, unucaa 2, 7, 11, 13 ABIAAIOTCS IPOCTHIMMU.

Yucao 2 — HaumMeHbIIee IIPOCTOE YNCJIO. ITO eIUH-
CTBEHHOE YETHOE IIPOCTOE YKCJIO.

IIpocThix Yyncena 6eCKOHEYHO MHOTO.

Harypasbuoe umciio, umerorniee 00JIbIlle JBYX HATypPaJib-
HBIX JeJInTejeil, Ha3bIBAIOT COCTABHBIM.

Hanpumep, uncaa 6, 15, 49, 1000 aBasioTcs cocTaBHBIMU.

ITockoapKy uncao 1 uMeeT TOJBKO OLUH JEeJIUTEeNb, ero He
OTHOCAT HU K IPOCTHIM, H K COCTABHBIM.

D Jlo60e cocTaBHOE YKCJIO MOKHO IIPEACTABUTL B BUIE
MIPOU3BENeHUs IIPOCTHIX UKCEJI, T. €. PA3JIOKUTD Ha IIPOCThIE
MHOMUTEJIN.

Hanpumep, 10 =2-5;18=2-3-3;30=2-3-5; 81 =
=3-3-3:3;200=2-2-2-5-5.

D Jlo0nle nBa pasiIOsKeHUs JAaHHOI'O YKCJA Ha IIPOCTHIE
MHOMUTEJNA MOTYT OTJINYATHCA TOJLKO IIOPAIKOM CJIEeH0oBa-
HUSA MHOMKUTeJeH.

OOBIYHO IIPOU3BeAeHNe OANHAKOBBIX MHOMKUTEJEH B pasio-
JKEHUM UYKCJIA HA IIPOCThIE MHOMKUTEJN 3aMEHSIIOT CTEIIeHbIO.
Hampumep, mumryr: 18 = 2 - 32; 80 = 24 5; 81 = 3%; 200 =
= 23.52,
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3apaua. PasimoxuTe Ha IpocThie MHOMKUTEIN ynco 3150.

Pewenue. 1) 3150 kpartuo 2, 3150 : 2 = 1575;

2) 1575 me xpaTtHo 2, HO KpaTHo 3, 1575 : 3 = 525;

3) 525 kpatHo 3, 525 : 3 =175;

4) 175 He KpaTHO 3, HO KpaTHO 5, 175 : 5 = 35;

5) 35 kpatuo 5,35 :5="7.

CuaepmoBarenbuo, 3150 = 2 - 1575 = 2 - 3 - 525 =
=2-3-3-175=2-3-3-5-35=2-3:-83:-5-5-7=
=2-32-52-17,

PesynbpraT BRIUMCIEHNIA MOYKHO IPEACTABUTHL B BUJE CJe-
IyIOITel TabJInIIbI:

3150
1575
525
175
35

~JOtot WN

1.6. Hanbonbwmin obwmin genurens.
HaumeHbliee obuee kpatHoe

HawubGospmiee HaTypaJbHOE YHCJIO, Ha KOTOPOE HEJIUTCH
HaIe/J 0 Kakaoe M3 ABYX MAAHHBIX HATYPaJbHBIX UMCeJ, Ha-
3BIBAIOT HAMOOJIBIINM OOLIUM JeJINTEeIeM dTUX UHCeJl.

Haunboapmiuii o0Iuii AeanuTeab YnceJ a u b 0003HAYAIOT
rak: HOJII (a; b).

Hanpuwmep, HOJI (28; 42) = 14.

3apaua 1. Haiinure HOJI (180; 840).

Pewenne. IlpescraBum pasiokeHWe NAHHBIX UYMCEJ HA
IIPOCThIE MHOKUTEJN B BUJe IPOU3BeeHUsA creneHeii. Mme-
em: 180 =22-32-51,840=23-31-5!- 71,
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