


Ïðåäèñëîâèå

Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
äèñöèïëèí, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ôóíäàìåíò ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðà-
çîâàíèÿ. Â îñíîâó äàííîãî ñáîðíèêà ëåãëè ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ
ïî äèñöèïëèíå ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿, êîòîðûå àâòîðû ñáîðíè-
êà ïðîâîäÿò äëÿ ñòóäåíòîâ I êóðñà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ìû òàêæå
âêëþ÷èëè â ñáîðíèê íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ âûäåðæêè èç êóðñà ëåêöèé ïî ¾Ìàòåìàòè÷å-
ñêîìó àíàëèçó¿ îäíîãî èç àâòîðîâ [8].

Ïðåäëàãàåìûé ÷èòàòåëþ ñáîðíèê ñîñòîèò èç ïÿòè ãëàâ. Êàæ-
äàÿ ãëàâà îáúåäèíÿåò íåñêîëüêî ðàçäåëîâ, êîòîðûå ïðèáëèçèòåëüíî
ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó ïðàêòè÷åñêîìó çàíÿòèþ.

Êàæäîå çàíÿòèå ìû ïîñòàðàëèñü ñíàáäèòü âñåìè íåîáõîäèìûìè
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè, òåîðåìàìè è ôîð-
ìóëàìè. Ïðè ýòîì ìû ñòðåìèëèñü ê òîìó, ÷òîáû ïîñîáèå íå áûëî
ïåðåãðóæåíî òåîðåòè÷åñêèìè ñâåäåíèÿìè è ñîäåðæàëî òîëüêî ìè-
íèìàëüíî íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Îò÷àñòè ïîýòîìó
ðàçäåë ¾Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà¿ èç ãë. 1 ìû îñòàâèëè áåç ïðåäâàðè-
òåëüíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ñâåäåíèé. Òàêæå òåîðèÿ îòñóòñòâóåò â ðàç-
äåëå 5 ãë. 2. Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîïûòàëèñü ïðèâëå÷ü âíèìàíèå
÷èòàòåëÿ ê òàêèì ðåçóëüòàòàì òåîðèè ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, êàê ñâÿçü ìåæäó ïðåäåëîì ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè è ïðåäåëàìè îò ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî è ñðåäíåãî ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî ÷ëåíîâ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òåîðåìå Øòîëüöà è
ïðèëîæåíèÿì ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ê âû÷èñëåíèþ ïðåäåëîâ. Ïîñêîëüêó
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óêàçàííûå òåîðåìû íå âõîäÿò â ïðîãðàììó ÷èòàåìîãî íàìè ëåêöè-
îííîãî êóðñà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿, òî ìû ïðèâîäèì ýòè ðå-
çóëüòàòû â âèäå óïðàæíåíèé ñ ïîäðîáíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè. Ëþ-
áîçíàòåëüíîãî ÷èòàòåëÿ, æåëàþùåãî áîëåå ïîäðîáíî èçó÷èòü òåîðå-
òè÷åñêèå îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ìû îòñûëàåì ê çàìå÷à-
òåëüíûì ïîñîáèÿì [1], [2], [4]�[8], [10]�[13].

Ïîìèìî òåîðåòè÷åñêîãî ìèíèìóìà êàæäîå çàíÿòèå ñîäåðæèò
ïîäðîáíî ðàçîáðàííûå ïðèìåðû ðåøåíèÿ òèïîâûõ çàäà÷. Ìû ñòà-
ðàëèñü, ïðèâîäÿ ðåøåíèÿ òèïîâûõ çàäà÷, ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âñå
îñíîâíûå ìåòîäû è ïðèåìû, ïðèìåíÿåìûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äàí-
íîé òåìû. Íàäååìñÿ, ÷òî äàæå ñòóäåíòû, óïóñòèâøèå íà çàíÿòèÿõ
òåìó èëè îòäåëüíûå åå ÷àñòè, ñìîãóò, èñïîëüçóÿ ðàçîáðàííûå íàìè
ïðèìåðû, óñïåøíî óñâîèòü ìàòåðèàë.

Â êàæäîì ðàçäåëå ïîñîáèÿ âû íàéäåòå çàäàíèÿ äëÿ àóäèòîðíîé
è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Òàêæå ïî÷òè âñå ðàçäåëû ïîñîáèÿ ñîäåð-
æàò ïîäðàçäåë ¾Çàäàíèÿ ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè¿. Íå âñå çàäà÷è,
íàõîäÿùèåñÿ â ýòèõ ïîäðàçäåëàõ, äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ñëîæ-
íûìè. Íåêîòîðûå èç çàäà÷, ïîìåùåííûå â äàííûå ðàçäåëû, ïðî-
ñòî âûáèâàþòñÿ èç òèïîâûõ çàäà÷, ðåøàåìûõ â ðàññìàòðèâàåìîé
òåìå, à íåêîòîðûå ïðèâîäÿòñÿ, ÷òîáû çàñòàâèòü ÷èòàòåëÿ âíèìà-
òåëüíåå èçó÷èòü òåìó, áîëåå òùàòåëüíî ïîñìîòðåòü íà òåîðåìû è
îïðåäåëåíèÿ, îáðàòèòü âíèìàíèå íà òîíêîñòè è íþàíñû, êîòîðûå
óïóñêàþòñÿ ïðè áåãëîì çíàêîìñòâå ñ òåìîé. Ìû íå ñòàëè äîáàâëÿòü
çàäàíèÿ ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè â ðàçäåëå ¾Êîìáèíàòîðèêà. Áèíîì
Íüþòîíà¿, òàê êàê äàííûå ïîíÿòèÿ õîòü è îòíîñÿòñÿ ê âàæíûì èí-
ñòðóìåíòàì ëþáîãî ìàòåìàòèêà, íå ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì èçó÷åíèÿ
íåïîñðåäñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, à íàì íå õîòåëîñü óâî-
äèòü ÷èòàòåëÿ äàëåêî â ñòîðîíó îò èçó÷àåìîãî ïðåäìåòà. Òàêæå
âû íå íàéäåòå çàäàíèé ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè â ðàçäåëå ¾Òåîðå-
ìû î äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèÿõ¿, òàê êàê ìíîãèå çàäà÷è ýòîãî
ðàçäåëà ðåøàþòñÿ íå ïî ãîòîâîìó àëãîðèòìó, à òðåáóþò ñìåêàëêè
è ñàìîñòîÿòåëüíîãî ïðèäóìûâàíèÿ äîêàçàòåëüñòâ, èñïîëüçóÿ òåîðå-
ìû èç ëåêöèîííîãî êóðñà. Çàäà÷è òàêîãî òèïà, êàê ïðàâèëî, íåëåãêî
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äàþòñÿ ñòóäåíòàì, ïîýòîìó ìû ïîñ÷èòàëè íåöåëåñîîáðàçíûì ïðåä-
ëàãàòü åùå áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è.

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî ïðåæäå âñåãî ïðåïîäàâàòåëÿì ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà è ñòóäåíòàì, èçó÷àþùèì ýòîò ïðåäìåò. Íåñìîòðÿ
íà òî ÷òî ìû ïîñòàðàëèñü ðàçáèòü ìàòåðèàë íà ðàçäåëû, ïðèáëèçè-
òåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòèÿì, ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ
íåñêîëüêî èçáûòî÷íûì. Äàëåêî íå â êàæäîé ãðóïïå ìîæíî ïðîðå-
øàòü âñå çàäàíèÿ, ïðåäëîæåííûå äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû, çà îä-
íî çàíÿòèå. Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû òàêæå òðåáóþò
îò ñðåäíåãî ñòóäåíòà çíà÷èòåëüíîãî âðåìåíè, ÷òîáû öåëèêîì ñïðà-
âèòüñÿ ñî âñåìè ïðåäëîæåííûìè çàäàíèÿìè. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ýòî
áóäåò ïðåèìóùåñòâîì, à íå ïðåïÿòñòâèåì â ðàáîòå ñ äàííûì ïîñî-
áèåì.

Â ñïèñîê ëèòåðàòóðû ìû âêëþ÷èëè äâà ïîñîáèÿ ([3] è
[9]), íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ïðåïîäàâàòåëÿìè ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-
âåðñèòåòà ïðè ïðåïîäàâàíèè äàííîé äèñöèïëèíû.
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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå â àíàëèç

Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ

Èñïîëüçóåì ðÿä ñëåäóþùèõ ñòàíäàðòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñèìâîëîâ:
N, Z, Q, R îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öå-

ëûõ, ðàöèîíàëüíûõ è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;
ñóììà è ïðîèçâåäåíèå n ÷èñåë a1, . . . , an îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåò-

ñòâåííî

n∑
k=1

ak := a1 + a2 + . . .+ an,
n∏

k=1

ak := a1 · a2 · . . . · an;

ôàêòîðèàë ÷èñëà n ∈ N ∪ {0} ââîäèòñÿ êàê

0! = 1, n! = 1 · 2 · . . . · n =
n∏

k=1

k ïðè n ⩾ 1.

1.1. Èíäóêöèÿ, òîæäåñòâà è íåðàâåíñòâà

Çàäà÷è èç ýòîãî ðàçäåëà èñïîëüçóþò â ñâîåì ðåøåíèè ìåòîä ìà-
òåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè: ïóñòü íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå P (n) óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) âåðíî P (1) (áàçà èíäóêöèè);
2) äëÿ ëþáîãî n ∈ N èç òîãî, ÷òî âåðíî P (n) (ïðåäïîëîæåíèå

èíäóêöèè), âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü P (n+ 1).
Òîãäà P (n) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.
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Ðåøåíèå òèïîâûõ çàäà÷

1. Ïóñòü {an} � àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

Sn =

n∑
k=1

ak =
a1 + an

2
· n, n ∈ N. (1.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áàçà èíäóêöèè � ñëó÷àé n = 1 ðàâåíñòâà
(1.1) � î÷åâèäíà.

Ïóñòü d � ðàçíîñòü íàøåé ïðîãðåññèè, n ∈ N. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî (1.1) âåðíî äëÿ ýòîãî n, è âûâåäåì îòñþäà, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî
âåðíî äëÿ n+ 1.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî an = a1 + d(n− 1), n ∈ N, ïîëó÷èì

Sn+1 = Sn + an+1 =
2a1 + d(n− 1)

2
· n+ (a1 + dn) =

=
a1 + (a1 + dn)

2
(n+ 1) =

a1 + an+1

2
(n+ 1).

Â ñèëó ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè îòñþäà çàêëþ÷àåì,
÷òî (1.1) âåðíî äëÿ âñåõ n ∈ N.

2. Äîêàçàòü òîæäåñòâî
n∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
, n ∈ N. (1.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Sn =
n∑

k=1

k2.

Ïðè n = 1 ðàâåíñòâî âåðíî, ò. å. áàçà èíäóêöèè âûïîëíåíà.
Âîçüìåì n ∈ N, è ïóñòü äëÿ ýòîãî n ñïðàâåäëèâî (1.2). Òîãäà äëÿ
n+ 1 ïîëó÷èì

Sn+1 =

n+1∑
k=1

k2 =

n∑
k=1

k2 + (n+ 1)2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2 =
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=
(n+ 1)

6
(2n2 + 7n+ 6) =

(n+ 1)(n+ 2)(2(n+ 1) + 1)

6
.

Ìû äîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (1.2) äëÿ n+1. Ñîãëàñ-
íî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (1.2) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ
n ∈ N.

3. Äîêàçàòü òîæäåñòâî

n∑
k=1

(
1

2k − 1
− 1

2k

)
=

2n∑
k=n+1

1

k
. (1.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áàçà èíäóêöèè � ñëó÷àé n = 1: (1.3) èìååò
âèä

1− 1

2
=

1

2
.

Âîçüìåì n ∈ N è ïðåäïîëîæèì, ÷òî (1.3) âåðíî äëÿ ýòîãî n.
Òîãäà äëÿ n+ 1 èìååì

n+1∑
k=1

(
1

2k − 1
− 1

2k

)
=

2n∑
k=n+1

1

k
+

1

2n+ 1
− 1

2n+ 2
=

=

2n∑
k=n+2

1

k
+

1

n+ 1
+

1

2n+ 1
− 1

2n+ 2
=

2n+2∑
k=n+2

1

k
.

Èç ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
(1.3) äëÿ âñåõ n ∈ N.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè x > −1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Áåðíóë-
ëè

(1 + x)n ⩾ 1 + nx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1 íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè îáðàùà-
åòñÿ â ðàâåíñòâî. Âîçüìåì n ∈ N è ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî
Áåðíóëëè âûïîëíåíî äëÿ òàêîãî n. Òîãäà äëÿ n+ 1 èìååì

(1 + x)n+1 ⩾ (1 + nx)(1 + x) = 1 + (n+ 1)x+ nx2 ⩾ 1 + (n+ 1)x.
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