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Ââåäåíèå

Äàííàÿ êíèãà àäðåñîâàíà â ïåðâóþ î÷åðåäü òåì, êòî æå-
ëàåò óñïåøíî ïîäãîòîâèòüñÿ ê âñòóïèòåëüíûì ýêçàìåíàì â 
âóç è ê åäèíîìó ãîñóäàðñòâåííîìó ýêçàìåíó (ÅÃÝ) ïî ìàòå-
ìàòèêå è ïîëó÷èòü âûñîêèå áàëëû. Ïîñêîëüêó ÅÃÝ — ýòî íå 
òîëüêî âûïóñêíîé øêîëüíûé ýêçàìåí, íî è âóçîâñêèé âñòó-
ïèòåëüíûé ýêçàìåí, ïðåäóñìàòðèâàþùèé ïðîâåðêó çíàíèé 
ïî âñåìó øêîëüíîìó êóðñó, â ïîñîáèå âêëþ÷åíû çàäà÷è è 
êðàòêèå ñïðàâî÷íûå ìàòåðèàëû ïî âñåìó êóðñó ìàòåìàòèêè: 
êàê ïî àðèôìåòèêå è àëãåáðå äëÿ 7—11 êëàññîâ, òàê è ïî 
êóðñó íà÷àë àíàëèçà 10—11 êëàññîâ. Ïðè ýòîì ìû õîòåëè, 
íå ïåðåãðóæàÿ ïîñîáèå èçëèøíèìè ïîäðîáíîñòÿìè, à òåì áî-
ëåå — òåîðåòè÷åñêèìè âûêëàäêàìè è äîêàçàòåëüñòâàìè, ñî-
ñðåäîòî÷èòü âíèìàíèå íà ðåøåíèè çàäà÷ è â ïåðâóþ î÷åðåäü 
íà ðåøåíèè çàäà÷ ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè.

Ïîñîáèå âêëþ÷àåò âîñåìü ãëàâ. Êàæäàÿ ãëàâà íà÷èíàåòñÿ 
ñ êðàòêîãî ïåðå÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ òåîðåòè÷åñêèõ ñâåäåíèé 
ñ êðàòêèìè êîììåíòàðèÿìè, ïîçâîëÿþùèìè âñïîìíèòü ñîîò-
âåòñòâóþùèé ìàòåðèàë. Çàòåì ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðåøåíèÿ 
çàäà÷ ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè è óïðàæíåíèÿ, ïîçâî-
ëÿþùèå ëó÷øå ïîíÿòü è çàïîìíèòü ðàññìîòðåííûå ñïîñîáû 
ðåøåíèÿ çàäà÷. Çàêàí÷èâàåòñÿ êàæäàÿ ãëàâà íàáîðîì çàäà÷ 
äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Ýòè çàäàíèÿ âçÿòû èç ðàç-
ëè÷íûõ ñáîðíèêîâ è èç ðàçðåøåííûõ äëÿ ïóáëèêàöèè (îò-
êðûòûõ) âàðèàíòîâ ÅÃÝ.

Êàê ðåêîìåíäóåòñÿ ðàáîòàòü ñ ïîñîáèåì? Ñíà÷àëà âíèìà-
òåëüíî ïðî÷òèòå è èçó÷èòå òåîðåòè÷åñêîå ââåäåíèå ê äàííîé 
òåìå. Èçëîæåíèå òåîðèè ñîïðîâîæäàåòñÿ èëëþñòðèðóþùèìè 
ïðèìåðàìè è çàäà÷àìè. Ïðî÷èòàâ çàäà÷ó, ïîïûòàéòåñü ðå-
øèòü åå ñàìîñòîÿòåëüíî, íå çàãëÿäûâàÿ â ðåøåíèå, ïðåäëî-
æåííîå â ïîñîáèè. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî âàøå ðåøåíèå ìîæåò 
îêàçàòüñÿ áîëåå ðàöèîíàëüíûì èëè îðèãèíàëüíûì. Åñëè æå 
âñå âàøè ïîïûòêè îêàæóòñÿ áåçóñïåøíûìè, ïîñìîòðèòå íà-
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÷àëî ðåøåíèÿ, óêàçàííîãî â ïîñîáèè. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî âàì 
áóäåò äîñòàòî÷íî êàêîé-òî íà÷àëüíîé èäåè, ÷òîáû çàâåðøèòü 
ðåøåíèå çàäà÷è ñàìîñòîÿòåëüíî. È òîëüêî åñëè è â ýòîì ñëó-
÷àå çàäà÷ó ðåøèòü íå óäàñòñÿ, îçíàêîìüòåñü ñ åå ïîëíûì ðå-
øåíèåì, ïðåäëîæåííûì â ïîñîáèè. Ïîñëå ýòîãî îáÿçàòåëüíî 

ïåðåðåøàéòå çàäà÷ó îò íà÷àëà è äî êîíöà.
Ìû óâåðåíû, ÷òî ïîñîáèå ïîìîæåò âàì óñïåøíî ñäàòü 

âñòóïèòåëüíûå ýêçàìåíû è ïîñòóïèòü â âóç.

Æåëàåì óñïåõà!
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ÃËÀÂÀ 1

×ÈÑËÀ. ÒÎÆÄÅÑÒÂÅÍÍÛÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß 
ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ, ËÎÃÀÐÈÔÌÈ×ÅÑÊÈÕ 
È ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÛÐÀÆÅÍÈÉ

§ 1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Îñíîâíûì ÷èñëîâûì ìíîæåñòâîì, êîòîðîå èçó÷àåòñÿ â 
øêîëå, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ëþ-
áîå ÷èñëî x  R ÿâëÿåòñÿ èëè ðàöèîíàëüíûì, èëè èððàöè-

îíàëüíûì ÷èñëîì. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîæåñòâ: ìíîæåñòâà Q 
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâà Q  èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë: 

= ÈR Q Q . Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà óäîáíî èçîáðàæàòü â âèäå 
òî÷åê ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ïðè ýòîì êàæäàÿ òî÷êà ÷èñëîâîé 
ïðÿìîé èçîáðàæàåò íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, è íà-
îáîðîò, êàæäîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêî-
òîðîé òî÷êîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ïðè÷åì ðàçëè÷íûì òî÷êàì 
ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Ìíîæåñòâî ÷èñåë õ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó a  x  b, 

íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì è îáîçíà÷àåòñÿ [a; b]. Ìíîæåñòâî ÷èñåë 

õ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó < £a x b  èëè a  x  b, íàçû-
âàåòñÿ ïîëóèíòåðâàëîì è îáîçíà÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî (a; b] 
è [à; b). Ìíîæåñòâî ÷èñåë õ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó 

a  x  b, íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì è îáîçíà÷àåòñÿ (à; b). Êà-
æäîå èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ïðîìåæóòêîì è 
ìîæåò áûòü (â îáùåì ñëó÷àå) îáîçíà÷åíî ;a b .

Êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî Îr Q  ìîæíî ïðåäñòàâèòü â 
âèäå îòíîøåíèÿ öåëîãî ÷èñëà m ê íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n: 

=
m

r
n

, ãäå Î = {1,2,..., ,...}n N n , {0, 1, 2,..., ,...}.m Z nÎ =     

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íóëü è ëþáîå 
öåëîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè, ïî-

ñêîëüêó = ,
1

n
n  =

0
0

1
 è 

-
- =

1

n
n . Ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè 
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ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, âñå îáûêíîâåííûå è êîíå÷íûå äåñÿòè÷-
íûå äðîáè, à òàêæå, ÷òî óæå ìåíåå î÷åâèäíî, âñå áåñêîíå÷-
íûå ïåðèîäè÷åñêèå äåñÿòè÷íûå äðîáè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 
ñ÷èòàòü ïðàâèëî ñëîæåíèÿ «ñòîëáèêîì» âåðíûì è äëÿ áåñ-
êîíå÷íîãî ÷èñëà äåñÿòè÷íûõ äðîáåé, ò.å. ñ÷èòàòü âåðíûì, 
íàïðèìåð, ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

( )1

0,(1) 0,1111...1... 0,1 0,001 ... 0,000...01 ...,

n-

= = + + + +
Ƽǂƺь

òî, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé äëÿ ñóììû áåñêîíå÷íîé ãåî-

ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè =
-

1

1

a
S

q
 ñî çíàìåíàòåëåì q = 0,1 è 

ïåðâûì ÷ëåíîì a1 = 0,1, ïîëó÷èì = = =
-
0,1 0,1 1

0,(1) .
1 0,1 0,9 9

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ÷èñòîé ïåðèî-
äè÷åñêîé äåñÿòè÷íîé äðîáè 1 20,( ... )na a a , äðîáíàÿ ÷àñòü êîòî-
ðîé ñîäåðæèò òîëüêî ïîâòîðÿþùóþñÿ ãðóïïó öèôð (ïåðèîä) 
à1, à2...àn, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà çàïèñè ÷èñòîé ïå-

ðèîäè÷åñêîé äåñÿòè÷íîé äðîáè â âèäå îáûêíîâåííîé äðîáè:

1 2
1 2

...
0,( ... ) .

99...9

n
n

n

a a a
a a a =


Ƴƴвяǁƽƹ

Íàïðèìåð, =
1

0,(1)
9

; =
2

0,(2)
9

; = =
9

0,(9) 1
9

; =
17

0,(17)
99

; 

= =
1323 147

0,(1323)
9999 1111

.

Â ñëó÷àå ñìåøàííîé ïåðèîäè÷åñêîé äðîáè ïîñòóïàþò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

++
= = =

1323
78

78,(1323) 78 0,(1323) 99990,78(1323)
100 100 100

.

Âûïîëíèâ ñëîæåíèå, ïîëó÷èì =
781245

0,78(1323)
999900

.

×èñëî α Î Q , êîòîðîå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îòíîøå-
íèÿ öåëûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî çàïèñûâàåò-

ñÿ â âèäå áåñêîíå÷íîé íåïåðèîäè÷åñêîé äåñÿòè÷íîé äðîáè. 
Íî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ çàïèñàòü íåâîç-
ìîæíî! Ïîýòîìó äëÿ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âûáèðàþò ñïå-
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öèàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ â âèäå ñèìâîëîâ èëè áóêâ. Íàïðèìåð, 

èððàöèîíàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ÷èñëà 17 ; 14 15 ; 

56,3; log710; 
π

sin
5

, ïðè çàïèñè êîòîðûõ èñïîëüçîâàíû ñèì-

âîëû n , loga ; sin. Èððàöèîíàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, 

÷èñëà  = 3,1415... è e = 2,718281828... .
Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, è â 

÷àñòíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ðà-
öèîíàëüíûå ÷èñëà ðàñïîëîæåíû «ìåæäó» äåéñòâèòåëüíûìè 
÷èñëàìè âåñüìà ïëîòíî: ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ äåéñòâèòåëü-

íûìè ÷èñëàìè ðàñïîëîæåíî áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ 

÷èñåë.

Ïðèìåð 1. Ñðåäè âñåõ îáûêíîâåííûõ íåñîêðàòèìûõ 

äðîáåé 
m

n
, m, n Î N, ëåæàùèõ ìåæäó äðîáÿìè à) 

1

2
 è ; 

á) 
16

21
 è 

17

21
; â) 

5

17
 è 

1

3
, íàéäèòå òàêóþ äðîáü, êîòîðàÿ èìååò 

íàèìåíüøèé çíàìåíàòåëü.

Ðåøåíèå, à) Ïóñòü < <
1 1

2 3

m

n
. Òîãäà 3ï < 6ò < 4n. Òàêèì 

îáðàçîì, íà èíòåðâàëå (3ï; 4n) òðåáóåòñÿ íàéòè íàèìåíüøåå 
êðàòíîå 6. Ïðè n = 1; 2; 3; 4 èíòåðâàë (3n; 4n) íå ñîäåðæèò 
êðàòíûõ 6. Ïðè n = 5 èíòåðâàë (3n; 4n) èìååò âèä (15; 20), 
íà êîòîðîì ëåæèò òîëüêî îäíî ÷èñëî, êðàòíîå 6, à èìåííî: 
18 = 63, ò.å. ò = 3. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëå-

òâîðÿåò äðîáü 
3

5
.

Çàäàíèÿ á) è â) ðåøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî. Âû ïîëó÷èòå 

á) < <
16 4 17

21 5 21
; â) < <

5 3 1

17 10 3
.

Ïðèìåð 2. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà à íà èíòåðâàëå 
(5 – 2à; 2à + 7) ëåæèò ðîâíî 101 öåëîå ÷èñëî?

Ðåøåíèå. Ïðè ëþáîì à ñåðåäèíîé èíòåðâàëà (5 – 2a; 

2a + 7) ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 
- + +

= =0

(5 2 ) (2 7)
6

2

a a
x . Ñëåäîâà-

òåëüíî, ÷òîáû íà èíòåðâàëå (5 – 2a; 2a + 7) ëåæàëî ðîâ-
íî 101 öåëîå ÷èñëî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ïðà-
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âîé ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè 6 ëåæàëî ðîâíî 50 íàòóðàëüíûõ 
÷èñåë, ÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó:

< + £  < £56 2 7 57 24,5 25a a .

Èòàê, óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî òå à, äëÿ 
êîòîðûõ 24,5 < à  25.

Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñïðàâåäëèâà îñíîâíàÿ òåîðåìà 

àðèôìåòèêè:

Êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ï, áîëüøåå 1, ìîæåò áûòü 
ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðè÷åì 
òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà 
ñîìíîæèòåëåé, ò.å.

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅1 2 3 ... kn p p p p ,

ãäå p1, p2, p3, … pk — ïðîñòûå ÷èñëà. Íàïîìíèì, ÷òî íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî ð  1 íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì, åñëè îíî 
èìååò òîëüêî äâà íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ: 1 è ð. Íàòóðàëüíîå 
÷èñëî ð  1, íå ÿâëÿþùååñÿ ïðîñòûì, íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì 

÷èñëîì. Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë — áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå õ2 – ðõ + q = 0, ãäå ð, q — 
ïðîñòûå ÷èñëà, åñëè îäèí êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ òàêæå 
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü õ — ïðîñòîé êîðåíü äàííîãî óðàâíåíèÿ. 
Òîãäà x ¹ 0 è äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ 

= -
q

x p
x

. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî 
q

x
 — öåëîå. Çíà÷èò, 

÷èñëî õ — äåëèòåëü ÷èñëà q. Ïî óñëîâèþ õ è q — ïðîñòûå 
÷èñëà, à ÷èñëî 1 íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, õ = q. Ïîäñòàâëÿÿ õ = q â äàííîå óðàâíåíèå, íàõîäèì 
q = p  1. Ñóùåñòâóåò òîëüêî äâà ïðîñòûõ ÷èñëà, ðàçíîñòü 
ìåæäó êîòîðûìè ðàâíà 1. Ýòî ÷èñëà 3 è 2. Èòàê, äàííîå 
óðàâíåíèå èìååò âèä õ2 – 3õ + 2 = 0, à åãî êîðíè 1 è 2.

Íà ìíîæåñòâå Z = {0; ±1; ±2; ...} öåëûõ ÷èñåë îïðåäåëåíà 
îñîáàÿ îïåðàöèÿ: äåëåíèå ñ îñòàòêîì. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:

Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë a è b ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå 
öåëîå ÷èñëî ñ è öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî r òàêèå, ÷òî 

= +a bc r , ïðè÷åì £ <0 r b .
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Ïðè r > 0 ÷èñëî ñ íàçûâàåòñÿ íåïîëíûì ÷àñòíûì îò äå-
ëåíèÿ à íà b; ïðè r = 0 ÷èñëî c åñòü ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ à 
íà b; b — äåëèòåëü à; à — êðàòíîå b. Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî 

÷èñëî b äåëèò ÷èñëî a. Çàïèñûâàþò ýòî òàê: b|a èëè, ÷òî òî 
æå ñàìîå, ÷èñëî a äåëèòñÿ íà b: a b . Èç îïðåäåëåíèÿ äåëè-
ìîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî åñëè b|a, òî £ £1 b a . 
Ïîýòîìó ÷èñëî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà à 
êîíå÷íî. Íàïðèìåð, ÷èñëî 28 èìååò ðîâíî øåñòü íàòóðàëü-
íûõ äåëèòåëåé, à èìåííî: 1; 2; 4; 7; 14; 28.

Ïðèìåð 4. Îïðåäåëèòå ïîñëåäíþþ öèôðó ÷èñëà 34567.

Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì íà íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ñòåïåíè 
÷èñëà 3: 30 = 1, 31 = 3, 32 = 9, 33 = 27, 34 = 81, 35 = 243, ... Ìû 
âèäèì, ÷òî ïîñëåäíèå öèôðû ýòèõ ñòåïåíåé îáðàçóþò ïåðè-
îäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð: 1; 3; 9; 7; 1; 3; 9; 7; 
1; 3; 9; 7; ... . Ïåðèîä ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí 4. 
Ïîñêîëüêó 4567 = 1141  4 + 3, òî ïîñëåäíåé öèôðîé äàííîé 
ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 7.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïîëåçíû ñëå-
äóþùèå ïîíÿòèÿ.

1. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b:

ÍÎÄ(a; b).

2. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b:

ÍÎÊ[a; b].

Ñìûñë ýòèõ ïîíÿòèé ÿñåí èç èõ íàçâàíèé. Íàïðèìåð, 
ÍÎÄ(12; 32) = 4. Äåéñòâèòåëüíî, îáùèìè äåëèòåëÿìè ÷èñåë 
12 è 32 ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1; 2; 4. Äðóãèõ îáùèõ äåëèòåëåé 
ýòè ÷èñëà íå èìåþò. Èç âñåõ îáùèõ äåëèòåëåé 1; 2; 4 ÷èñåë 
12 è 32 íàèáîëüøèì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 4. Ïîýòîìó íàèáîëüøèì 
îáùèì äåëèòåëåì 12 è 32 ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 4. Â îáùåì ñëó÷àå, 
åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÍÎÄ(à; b) 
äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìîæíî èñïîëüçîâàòü èõ ðàçëîæå-
íèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè èëè âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì 

Åâêëèäà. Â íàøåì ñëó÷àå àëãîðèòì Åâêëèäà âûãëÿäèò ñëå-
äóþùåé öåïî÷êîé ðàâåíñòâ:

32 = 122 + 8; 12 = 81 + 4; 8 = 42.

Ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê, ðàâíûé â äàííîì ñëó÷àå 4, 
è ÿâëÿåòñÿ ÍÎÄ(12; 32).
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Âòîðîé ïðèìåð. Íàéäåì ÍÎÊ[12; 32]. Äëÿ ýòîãî ðàç-
ëîæèì ÷èñëà 12 è 32 â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ñîìíîæè-
òåëåé: = ⋅212 2 3 ; = 532 2 . ßñíî, ÷òîáû íàòóðàëüíîå ÷èñëî 

k áûëî îáùèì êðàòíûì ÷èñåë 12 è 32, ò.å. ÷òîáû k äå-
ëèëîñü íà 12 è íà 32, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 

= ⋅ ⋅ ⋅2 32 3 2k m , ãäå Îm N . Îòñþäà ïðè ò = 1 ïîëó÷èì íàè-
ìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 12 è 32. Ïîýòîìó ÍÎÊ[12; 
32] = 96.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèìåíüøåãî îáùå-
ãî êðàòíîãî ÍÎÊ[a; b] äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë à è b, ãäå 
a  b, îáû÷íî ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà íà-
õîäÿò ÍÎÄ(à; b), à çàòåì èñïîëüçóþò ðàâåíñòâî ÍÎÊ[a; b] 
ÍÎÄ(à; b) = àb. Â íàøåì ñëó÷àå

ÍÎÊ[12; 32] = 
12 32 12 32

96
НОД(12; 32) 4

⋅ ⋅
= = .

Ïîëó÷èëè òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò.
Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÍÎÄ(à; b) íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë à è b, ãäå à > b, îáëàäàåò íåêîòîðûìè ïîëåçíûìè ñâîé-
ñòâàìè. Îòìåòèì íàèáîëåå î÷åâèäíûå.

1. ÍÎÄ(à; b) = ÍÎÄ(ka; kb), Îk N ;

2. ÍÎÄ(
a

k
; 

b

k
) = 

НОД( ; )a b

k
;

3. ÍÎÄ(à; b) = ÍÎÄ(a; a ± b).

Ïðèìåð 5. Öåëûå ÷èñëà m è n íå èìåþò îáùèõ äåëèòå-

ëåé, îòëè÷íûõ îò 1 è 1. ßâëÿåòñÿ ëè äðîáü 
-
+

5 3

2 5

m n

m n
 ñîêðà-

òèìîé ïðè íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ m è n?

Ðåøåíèå.

Ïóñòü
d = ÍÎÄ( -5 3m n ; +2 5m n ) > 1.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ì - =ïïíï + =ïî

5 3 ,

2 5 ,

m n dk

m n ds

ãäå ÷èñëà k è s âçàèìíî ïðîñòû. Çíà÷èò, äðîáü ìîæíî ñîêðà-
òèòü òîëüêî íà îäèí èç äåëèòåëåé ÷èñëà d, îòëè÷íûé îò 1. 

Çàïèøåì 
+

=
5 3

31

k s
m d , 

-
=

5 2

31

s k
n d . Îòñþäà d = 31q.
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Ìîæíî ðàññóæäàòü èíà÷å. Çàïèøåì äðîáü â âèäå

-
= + = +++ +

- -

5 3 1 1
2 2

2 5 312 5 2
13 13

m n

m n nm n

m n m n

 (ïðè m  13n ¹ 0).

Äàííàÿ äðîáü ñîêðàòèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñî-

êðàòèìà äðîáü 
-
31

13

n

m n
. Íî ÷èñëà ò è ï íå èìåþò îáùèõ 

äåëèòåëåé, ïîýòîìó äðîáü ìîæåò áûòü ñîêðàùåíà íà ÷èñëî 31 
èëè íà êðàòíîå åìó. Íàïðèìåð, ïðè ò = 23, n = 3 ïîëó÷àåì 

äðîáü 
- ⋅ +

= =
+ ⋅ -

5 3 5 23 9 124

2 5 2 23 15 31

m n

m n
, êîòîðàÿ ñîêðàòèìà íà 31.

Ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè 
íåðåäêî òèïè÷íîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå ÷èñåë. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ñðàâíåíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îñóùåñòâëÿåòñÿ 
ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ:

.опрa m
an bm

b n
< ¾¾¾ < .

Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ïîìîãàåò ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè íå-
ðàâåíñòâ:

α α> >  >,
a m a m

b n b n
.

Ïðè ñðàâíåíèè äðîáåé ïîëåçíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà.

Åñëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè ïîëîæèòåëüíû, 

òî ïðè èõ óâåëè÷åíèè íà îäíî è òî æå ÷èñëî íåïðàâèëüíàÿ 

äðîáü óìåíüøàåòñÿ, à ïðàâèëüíàÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, äðóãèìè 

ñëîâàìè:

åñëè > > 0a b  è > 0c , òî 
+

>
+

a a c

b b c
 è 

+
<

+
b b c

a a c
.

Ïðèìåð 6. Ñðàâíèòå ÷èñëà 
1222333

1333222
 è 

2222333

2333222
.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçîâàòü äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåííîå âûøå 
îïðåäåëåíèå íå õî÷åòñÿ. Ïðèäåòñÿ ïåðåìíîæàòü ñåìèçíà÷íûå 
÷èñëà! Èñïîëüçóÿ òåîðåìó, çàìåòèâ, ÷òî ïîñêîëüêó äðîáü 
1222333

1333222
 ïðàâèëüíàÿ è 

+
=

+
2222333 1222333 1000000

2333222 1333222 1000000
, òî 

1222333

1333222
<

2222333

2333222
.
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Ïðè ñðàâíåíèè ÷èñåë, èìåþùèõ âèä ñòåïåíè (èëè âûðà-
æåíèÿ ñ ðàäèêàëàìè), èñïîëüçóþò òåîðåìû, âûðàæàþùèå 
ñâîéñòâà ñòåïåíåé è ðàäèêàëîâ.

Òåîðåìà.

Åñëè à > 0, b > 0, òî à > b  a > b, ãäå  — ïîëîæèòåëüíîå 
÷èñëî.

Òåîðåìà.

Åñëè à > 1 è  > , òî a > a; åñëè 0 < à < 1 è  > , òî 

a < a.
Òåîðåìà.

Åñëè ³ ³0a b , òî ³n nm ma b , ãäå n, m — íàòóðàëüíûå 
÷èñëà.

Ïðèìåð 7. Ñðàâíèòå ÷èñëà 2300 è 3200.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó =300 3 1002 (2 ) , à =200 2 1003 (3 ) , è 
<3 22 3 , òî 3002 < 2003 .

Ïðèìåð 8. Ñðàâíèòå ÷èñëà 32  è 23 .

Ðåøåíèå. Çäåñü áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé. Ïî ñâîéñòâó ñòå-

ïåíåé ñ îñíîâàíèåì, áîëüøèì 1, èìååì >2 1,43 3 , à <3 22 2 . 

Ñðàâíèì òåïåðü ÷èñëà =1,4 0,7 23 (3 )  è 22. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî 

ñðàâíèòü 30,7 è 2 èëè 0,7 10(3 )  è 102 . Íî = =0,7 10 7(3 ) 3 2187 , 

à =102 1024 . Òåïåðü ïîëó÷àåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:
10 7 0,71024 2187 2 3 2 3<  <  < 

2 1,4 3 2 1,4 22 3 2 2 3 3 <  < < < .

Ïðèìåð 9. Ñðàâíèòå ÷èñëà 5 5  è 6 6 .

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ðàäèêàëîâ: 

åñëè à > 0, òî 
⋅= n k kn a a , ãäå ï, k — íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Ïîëó÷èì = 30 65 5 5  è = 30 56 6 6 . Òåïåðü äîñòàòî÷íî ñðàâ-

íèòü ñòåïåíè 65  è 56 . Îöåíèì èõ îòíîøåíèå:

= = = =
+ + +æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

6

5 5 5 2 3

5 5 5 5

6 (1 0,2) (1 0,2) (1 0,2)6

5

= > >
+ + + + + ⋅

5 5
1

(1 0,4 0,04)(1 0,6 0,12 0,008) 2 2
.
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Òàêèì îáðàçîì, >  >
6

6 5

5

5
1 5 6

6
 è, çíà÷èò, 5 5  > 6 6 .

Çàìå÷àíèÿ.

1) Â äàííîì ñëó÷àå ñòåïåíè 56 è 65 íåâåëèêè, à èìåííî 

56 = 15625, 65 = 7776, è èõ íåòðóäíî âû÷èñëèòü «âðó÷íóþ», 
ò.å. áåç êàëüêóëÿòîðà. Ìîæíî è áåç âû÷èñëåíèé îöåíèòü ñòå-
ïåíè:

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ >65 5 5 5 5 5 5 125 125 10000 ,

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ < ⋅ ⋅ =56 6 6 6 6 6 36 36 6 40 40 6 9600 .

Ïîýòîìó > > >6 55 10000 9600 6 .
2) Åñëè æå ñòåïåíè äåéñòâèòåëüíî íå ïîääàþòñÿ âû÷èñ-

ëåíèþ (äàæå íà êàëüêóëÿòîðå), íàïðèìåð, +1nn  è +( 1)nn , 

òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî 
æ ö÷ç + <÷ç ÷çè ø

1
1 3

n

n
, âåðíîå ïðè 

ëþáîì íàòóðàëüíîì ï, è ïîñòóïèòü òàê:

= > ³
+ æ ö÷ç + ÷ç ÷çè ø

1
3( 1) 1

1

n

n n

n n n

n

n

 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ ³3n .

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî íåðàâåíñòâî
+> +1 1nn n n .

Ïðè ñðàâíåíèè ÷èñåë, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè 
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ èëè ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé, îáû÷íî 
èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé.

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ 
ôóíêöèé, ñâÿçàííûå ñ íåðàâåíñòâàìè.

Åñëè 
π π

- < £ <
2 2

a b , òî sina  sinb è tgà  tgb (ñâîéñòâî 

ìîíîòîííîñòè).
Åñëè π< £ <0 a b , òî cos à  ñîsb è ctga  ctg b (ñâîéñòâî 

ìîíîòîííîñòè).
Åñëè π< £ <0 a b , òî 

+ +
£

sin sin
sin

2 2

a b a b
 (ñâîéñòâî âû-

ïóêëîñòè).

Åñëè 
π π

- < £ <
2 2

a b , òî 
+ +

£
cos cos

cos
2 2

a b a b
 (ñâîéñòâî 

âûïóêëîñòè).
Åñëè - £ £ £1 1a b , òî arcsina  arcsinb, íî arccosa  arccosb 

(ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè).
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Åñëè à b, òî arctg a  arctg b, íî arcctga  arcctg b (ñâîé-
ñòâî ìîíîòîííîñòè).

Ïðèìåð 10. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè1

= + -sin(0,5arccos(0,5 0,5 1 0,5 ))y x .

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äàííîé 
ôóíêöèè. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ sin t îïðåäåëåíà ïðè ëþáîì t, 
òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ 

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y = arccos t, ãäå = + -0,5 0,5 1 0,5t x . 
Ïî îïðåäåëåíèþ arccost îïðåäåëåí òîëüêî íà îòðåçêå 1  t  1. 
Ðåøèì íåðàâåíñòâî

- £ + - £1 0,5 0,5 1 0,5 1x .

Ïîëó÷èì

1 0,5 0,5 1 0,5 1 2 1 1 0,5 2x x- £ + - £  - £ + - £ 

 
1 0,5 1,

3 1 0,5 1 0 2
1 0,5 0

x
x x

x

ì - £ïï - £ - £   £ £íï - ³ïî
.

Èòàê, äàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà òîëüêî íà îòðåçêå [0; 2]. 

Ïðè âñåõ ýòèõ õ èìååì íåðàâåíñòâî £ + - £0,5 0,5 0,5 1 0,5 1x  
è ïîýòîìó 

arccos0,5 arccos(0,5 0,5 1 0,5 ) arccos1x³ + - ³ 

0 arccos(0,5 0,5 1 0,5 )
3

x
π

 £ + - £ 

0 0,5arccos(0,5 0,5 1 0,5 )
6

x
π

 £ + - £ .

Ñëåäîâàòåëüíî,

1
0 sin(0,5arccos(0,5 0,5 1 0,5 )) sin

6 2
x

π
£ + - £ = .

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé äàííîé ôóíêöèè 

åñòü îòðåçîê 
1

2
.

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, ñâÿçàííûå ñ íåðàâåíñòâàìè.

1 Äðóãèå çàäàíèÿ íà íàõîæäåíèå îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè ñì. 
â ãëàâå 2.
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Åñëè < £0 a b  è >1c , òî £log logc ca b  (ñâîéñòâî ìîíî-
òîííîñòè).

Åñëè < £1 a b  è >1c , òî < £0 log logb ac c  (ñâîéñòâî ìî-
íîòîííîñòè).

Ïðèìåð 11. Ñðàâíèòå ÷èñëà log23 è log34. 

Ðåøåíèå. Çäåñü ìîæíî ïîñòóïèòü òàê. Ñðàâíèì ÷èñëà

- =2 2

3
log 3 1 log

2
 è - =3 3

4
log 4 1 log

3
.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

> >2 2 3

3 4 4
log log log

2 3 3
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî log23 > log34.
Â äàííîì ñëó÷àå âîçìîæåí âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü log23 = à. 

Òîãäà
= = =3 3

2

2 2
log 4 2log 2

log 3 a
.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 
-

= - =
22 2x

y x
x x

. Ïðè õ > 0 çíà-

÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíû ïðè 2,x >  è îòðèöà-

òåëüíû ïðè < <0 2x . Ïîýòîìó ñðàâíèì ÷èñëà à è 2 , ò.å. 

2log 3  è = 2
22 log 2 . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ÷èñëà 3 

è 22 . Èìååì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ 2 1,52 2 2 2 2 1,5 3.< £ < ⋅ =  

Îòñþäà 2log 3 2a= >  è ïîýòîìó çíà÷åíèå = - >
2

( ) 0y a a
a

. 
Ñëåäîâàòåëüíî,

- >  >2 3 2 3log 3 log 4 0 log 3 log 4 .

×àñòî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè ïðèõî-
äèòñÿ âûïîëíÿòü òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ òîãî, ÷òî-
áû äàííîå âûðàæåíèå ñòàëî óäîáíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Â îñíîâå 
ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ëåæàò ðàçëè÷íûå ôîðìóëû. Ïåðå÷èñëèì 
íåêîòîðûå èç íèõ, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî.

§ 2. Ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ

1. - = - +2 2 ( )( )a b a b a b .

2. - = - + +3 3 2 2( )( )a b a b a ab b .

3. - = - + + + = - + +4 4 3 2 2 3 2 2( )( ) ( )( )( )a b a b a a b ab b a b a b a b .
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4. - - - -- = - + + + +1 2 3 2 1( )( ... )n n n n n na b a b a a b a b b , În N .

5. + = + +2 2 2( ) 2a b a ab b .

6. + = + + +3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b .

7. + = + + + +4 4 3 2 2 3 4( ) 4 6 4a b a a b a b ab b .

8.  - --
+ = + + +1 2 2( 1)

( )
2!

n n n nn n
a b a na a b   

- -- -
+ + + + Î3 3 1( 1)( 2)

... ,
3!

n n nn n n
a b nab b n Z .

9. + = + -2 2 2( ) 2 .x y x y xy  

10. + = + - +3 3 3( ) 3 ( ).x y x y xy x y  

11. + = + - = + - -4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 (( ) 2 ) 2 .x y x y x y x y xy x y  

12. 
æ ö÷ç+ = + -÷ç ÷çè ø

2
2

2

1 1
2.x x

xx
 

13. 
æ ö æ ö÷ ÷ç ç+ = + - +÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

3
3

3

1 1 1
3 .x x x

x xx
 

14. 
æ öæ ö ÷ç ÷ ÷çç+ = + - -÷ ÷çç ÷ç ÷è ø ÷çè ø

22
4

4

1 1
2 2.x x

xx
 

Ïðèìåð 1. Íàéäèòå âñå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðà-

ìåòðà à, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ âûðàæåíèå 
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷+ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

2 2

1 2

2 1

x x

x x
 

ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, åñëè ÷èñëà x1 è x2 — äåé-
ñòâèòåëüíûå, íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå, êîðíè óðàâíåíèÿ 

-
- =

2 3

1 5 2a a

x x x
.

Ðåøåíèå. ×èñëî õ = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äàííîãî óðàâ-
íåíèÿ, êîòîðîå ïîýòîìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ðàâíîñèëü-
íîãî óðàâíåíèÿ

- - - =2 5 2 0,x x a a

ãäå a ¹ 0. Ïðè êàæäîì a  2,5 è a ¹ 0 ýòî êâàäðàòíîå óðàâ-
íåíèå èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, åñëè åãî äèñêðèìèíàíò 

= - + ³  + ³  ³-2( 5 2 ) 4 0 5 2 0 2,5.D a a a a

Åñëè >2,5a , òî äàííîå óðàâíåíèå íå èìååò äåéñòâèòåëü-
íûõ êîðíåé. Óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Âèåòà. Íî 
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