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страницу книги и  оставив комментарий в  разделе «Отзывы и  рецензии». 
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Список опечаток
Хотя мы приняли все возможные меры для того, чтобы обеспечить высо-
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вы избавите других читателей от недопонимания и поможете нам улучшить 
последующие издания этой книги. 
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Предисловие 
к третьему изданию

Читатели, изучающие математику и информатику, часто впадают в замеша-
тельство, когда их впервые просят серьезно потрудиться над математиче-
скими доказательствами, потому что они не знают «правил игры». Что от вас 
ждут, когда просят что-то доказать? Что отличает правильное доказательство 
от неправильного? Эта книга призвана помочь читателям узнать ответы на 
эти вопросы, разъясняя основные принципы, используемые при построении 
доказательств. 

Многие читатели впервые знакомятся с  математическими доказатель-
ствами на курсе геометрии в средней школе. К сожалению, школьников, из-
учающих геометрию, обычно учат думать о доказательстве как о пронуме-
рованном списке утверждений и  причин, а такое представление слишком 
ограниченно, чтобы быть полезным. Здесь есть поучительная параллель 
с информатикой. Ранние языки программирования поощряли аналогичный 
ограниченный взгляд на компьютерные программы в виде нумерованных 
списков инструкций. Теперь программисты-разработчики отошли от по-
добных языков и продвигают подход, называемый «структурным програм-
мированием». Обсуждение доказательств в этой книге основано на убежде-
нии, что многие соображения, которые побудили программистов принять 
структурированный подход к программированию, применимы и к написа-
нию доказательств. Можно сказать, что эта книга учит «структурированному 
доказательству».

В структурированном программировании компьютерная программа соз-
дается не путем перечисления инструкций друг за другом, а  путем объе-
динения определенных базовых структур, таких как конструкция if-else 
и цикл do-while языка программирования Java. Эти структуры объединяются 
не только путем перечисления по порядку, но и путем вложения друг в друга. 
Например, программа, созданная вложением конструкции if-else в цикл do-
while, будет выглядеть так:

do 
    if [условие] 
        [Список операторов программы] 
    else 
        [Альтернативный список операторов программы] 
while [условие]

Отступы в такой программе не являются абсолютно необходимыми, но 
это удобный метод, часто используемый в  информатике для отображения 
основной структуры программы.
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Математические доказательства также строятся путем объединения не-
которых базовых структур доказательства. Например, при доказательстве 
утверждения вида «если P, то Q» часто используется то, что можно было бы 
назвать структурой «предполагать, пока»: мы предполагаем, что P истинно, 
пока не сможем прийти к  заключению, что Q истинно, в  этот момент мы 
отказываемся от предположения и заключаем, что утверждение «если P, то 
Q» истинно. Другой пример – структура «доказательства для произвольного 
x»: чтобы доказать утверждение вида «для всех x P(x)», мы объявляем x как 
произвольный объект, а затем доказываем P(x). Как только мы приходим к вы-
воду, что P(x) истинно, мы отказываемся от объявления x как произвольного 
и заключаем, что утверждение «для всех x P(x)» истинно. Более того, чтобы 
доказать более сложные утверждения, эти структуры часто объединяют, не 
только перечисляя одну за другой, но также вкладывая одну в другую. Напри-
мер, чтобы доказать утверждение вида «для всех x если P(x), то Q(x)», мы, ве-
роятно, вложим структуру «предполагать, пока» в структуру «доказательства 
для произвольного x», получив следующее доказательство:

Пусть x произвольно. 
    Предположим, что P(x) истинно. 
        [Далее идет доказательство Q(x).]  
    Таким образом, если P(x), то Q(x). 
Таким образом, для всех x если P(x), то Q(x).

Как и  раньше, мы использовали отступы, чтобы прояснить основную 
структуру доказательства.

Конечно, математики обычно не пишут свои доказательства в  строгой 
форме с  отступом. Наша цель в  этой книге – научить читателей излагать 
доказательства обычным текстом, как это делают все математики. Тем не 
менее наш подход основан на убеждении, что если читатели хотят преу-
спеть в  написании таких доказательств, они должны понимать основную 
структуру, которую имеют доказательства. Они должны усвоить, например, 
что выражения типа «Пусть x будет произвольным» и «Предположим, P» не 
являются изолированными шагами в доказательствах, а используются для 
введения структур доказательства «доказать для произвольного x» и «пред-
полагать, пока». Начинающие математики нередко неправильно используют 
эти предложения в других целях. Такие ошибки аналогичны использованию 
в программе оператора do без парного оператора while.

Обратите внимание, что в наших примерах выбор структуры доказатель-
ства определяется логической формой доказываемого утверждения. По этой 
причине книга начинается с элементарной логики, чтобы познакомить чи-
тателей с различными формами математических выражений. В главе 1 об-
суждаются логические связки, а  в  главе 2 представлены кванторы. В  этих 
главах также представлены основы теории множеств, поскольку это важный 
предмет, который используется в остальной части книги (и во всей матема-
тике), а также потому, что он служит для иллюстрации многих логических 
выкладок, обсуждаемых в этих главах.

В главе 3 рассматриваются методы структурированного доказательства, 
упоминаются различные формы, которые могут принимать математиче-
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ские утверждения, и  обсуждаются структуры доказательства, подходящие 
для каждой формы. Примеры доказательств в этой главе по большей части 
выбраны не из-за их математического содержания, а из-за структур дока-
зательства, которые они иллюстрируют. Это особенно верно в  начале гла-
вы, когда мы только начинаем обсуждать некоторые методы, и в результате 
многие доказательства в  этой части главы довольно тривиальны. По мере 
продвижения по главе доказательства становятся все более сложными и ин-
тересными с математической точки зрения.

Главы 4 и 5, посвященные отношениям и функциям, служат двум целям. 
Во-первых, они предоставляют материал, на котором читатели могут от-
рабатывать приемы доказательства из главы 3. И во-вторых, они знакомят 
читателей с некоторыми фундаментальными концепциями, используемыми 
во всех областях математики.

Глава 6 посвящена методу доказательства, который очень важен как в ма-
тематике, так и в информатике: математической индукции. Изложение ос-
новано на методах из главы 3, которыми читатели должны были овладеть 
к этому моменту в книге.

После завершения главы 6 читатели должны быть готовы перейти к более 
существенным математическим темам. Две такие темы представлены в гла-
вах 7 и 8. Глава 7, новая в этом третьем издании, дает введение в теорию чи-
сел, а в главе 8 мы обсуждаем бесконечные мощности. Эти главы развивают 
у читателей навык математических доказательств, а также дают представле-
ние о том, на что похожа более продвинутая математика.

Каждый раздел каждой главы заканчивается списком упражнений. Неко-
торые упражнения отмечены звездочкой; решения или подсказки для этих 
упражнений приведены в приложении. Упражнения, отмеченные символом 
PD, можно выполнять с помощью программного обеспечения Proof Designer, 
которое бесплатно доступно в интернете.

Самыми большими изменениями в этом третьем издании являются до-
бавление новой главы по теории чисел, а также более 150 дополнительных 
упражнений. Раздел о рефлексивных, симметричных и транзитивных замы-
каниях отношений был удален из главы 4 (хотя эти темы теперь включены 
в  некоторые упражнения в  разделе 4.4); он был заменен новым разделом 
в главе 5 о замыканиях множеств по функциям. По всему тексту также есть 
множество мелких изменений.

Я хотел бы поблагодарить всех, кто прислал мне комментарии к  более 
ранним изданиям этой книги. В частности, Джон Коркоран и Раймонд Бут 
сделали несколько полезных предложений. Я также благодарен за советы 
Джонатану Сэндсу и нескольким анонимным рецензентам.



Введение

Что такое математика? Математика в  старших классах школы в  основном 
занимается решением уравнений и вычислением ответов на числовые за-
дачи. Математика в средних и высших учебных заведениях занимается более 
широким кругом вопросов, включая не только числа, но также множества, 
функции и другие математические объекты. Их объединяет использование 
дедуктивного мышления для поиска ответов на вопросы. Когда вы решаете 
уравнение относительно x, вы используете заданную в  уравнении инфор-
мацию, чтобы вывести (deduce) значение x. Точно так же, когда математики 
решают другие виды математических задач, они всегда обосновывают свои 
выводы дедуктивными рассуждениями.

Дедуктивные рассуждения в математике обычно представляют в виде до-
казательства. Одна из основных целей этой книги – помочь вам развить 
ваши способности к  математическому мышлению в  целом и,  в  частности, 
вашу способность читать и записывать доказательства. В следующих главах 
мы подробно изучим, как строятся доказательства, но сначала давайте рас-
смотрим несколько примеров.

Не волнуйтесь, если у вас возникнут проблемы с пониманием этих дока-
зательств. Они просто предназначены для того, чтобы дать вам почувство-
вать, на что похожи математические доказательства. В некоторых случаях 
вы можете выполнить многие шаги доказательства, но будете озадачены 
тем, почему эти шаги объединены именно таким образом, или как кто-то 
смог прийти к такому доказательству. Если это так, мы просим вас проявить 
терпение. Ответы на многие из этих вопросов будут даны позже в этой книге, 
особенно в главе 3.

Все наши примеры доказательств во введении будут включать простые 
числа. Напомним, что целое число больше 1 называется простым, если оно 
не может быть записано как произведение двух меньших положительных 
целых чисел. Если его можно записать как произведение двух меньших по-
ложительных целых чисел, то оно составное. Например, 6 – составное число, 
поскольку 6 = 2 · 3, а 7 – простое число.

Прежде чем мы сможем привести пример доказательства с  участием 
простых чисел, нам нужно найти объект доказательства – некоторый факт 
о простых числах, правильность которого можно проверить с помощью до-
казательства. Иногда можно найти интересные закономерности в математи-
ке, просто попробовав вычислить несколько чисел. Например, рассмотрим 
табл. В.1. Для каждого целого числа n от 2 до 10 таблица показывает, являются 
n и  2n – 1 простыми или нет, и  возникает удивительная закономерность. 
Оказывается, 2n – 1 – простое число как раз в тех случаях, когда n простое!



12  Введение

Таблица В.1. Закономерность вычисления простых чисел
n n четное? 2n – 1 2n – 1 четное?
2 Да 3 Да
3 Да 7 Да
4 Нет: 4 = 2 · 2 15 Нет: 15 = 3 · 5
5 Да 31 Да
6 Нет: 6 = 2 · 3 63 Нет: 63 = 7 · 9
7 Да 127 Да
8 Да: 8 = 2 · 4 255 Нет: 255 = 15 · 17
9 Нет: 9 = 3 · 3 511 Нет: 511 = 7 · 73

10 Нет: 10 = 2 · 5 1023 Нет: 1023 = 31 · 33

Будет ли эта закономерность продолжаться? Заманчиво предположить, 
что так и есть, но это лишь догадка. Математики называют такие догадки 
гипотезами. Таким образом, мы имеем следующие две гипотезы:

Гипотеза 1. Предположим, что n – целое число больше 1 и n простое. Тогда 2n – 
1 – простое число.

Гипотеза 2. Предположим, что n – целое число больше 1 и n не является простым. 
Тогда 2n – 1 не является простым.

К сожалению, если мы продолжим табл. В.1, то сразу обнаружим, что ги-
потеза 1 неверна. Легко проверить, что число 11 простое, но 211 – 1 = 2047 = 
23 · 89, поэтому 211 – 1 составное. Таким образом, 11 является контрпримером 
к гипотезе 1. Существование хотя бы одного контрпримера доказывает, что 
гипотеза неверна, но интересно отметить, что в этом случае существует мно-
го контрпримеров. Если мы продолжим проверять числа до 30, то найдем еще 
два контрпримера к гипотезе 1: 23 и 29 – простые числа, но 223 – 1 = 8 388 607 =  
47 · 178 481 и 229 – 1 = 536 870 911 = 2089 · 256 999. Однако никакое число до 
30 не является контрпримером к гипотезе 2.

Считаете ли вы, что гипотеза 2 верна? Найдя контрпримеры к гипотезе 1, 
мы делаем вывод, что эта гипотеза неверна, но наша неспособность найти 
контрпример к гипотезе 2 не еще доказывает, что она верна. Возможно, для 
нее тоже есть контрпримеры, но самый маленький из них больше 30. Про-
должение проверки примеров может выявить контрпример, а если его нет, то 
это может повысить нашу уверенность в гипотезе. Но мы никогда не можем 
быть уверены в  правильности гипотезы, если только проверяем примеры. 
Сколько бы примеров мы ни проверили, всегда есть вероятность, что следу-
ющий окажется первым контрпримером. Единственный способ убедиться 
в правильности гипотезы 2 – это доказать ее.

На самом деле гипотеза 2 верна. Вот доказательство гипотезы:

Доказательство гипотезы 2. Поскольку n не простое число, существуют на-
туральные числа a и b такие, что a < n, b < n и n = ab. Пусть x = 2b – 1 и y = 1 
+ 2b + 22b + … + 2(a – 1)b. Далее
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xy  = (2b – 1) · (1 + 2b + 22b + … + 2(a – 1)b) 
= 2b·(1 + 2b + 22b + … +2(a – 1)b) – (1 + 2b + 22b + … + 2(a – 1)b) 
= (2b + 22b + 23b + … + 2ab) – (1 + 2b + 22b + … + 2(a – 1)b) 
= 2ab – 1 
= 2n – 1.

Поскольку b < n, мы можем заключить, что x = 2b – 1 < 2n – 1. Кроме того, 
поскольку ab = n > a, отсюда следует, что b > 1. Следовательно, x = 2b – 1 > 
21 – 1 = 1, поэтому y < xy = 2n – 1. Таким образом, мы показали, что 2n – 1 мож-
но записать как произведение двух натуральных чисел x и y, оба из которых 
меньше 2n – 1, поэтому 2n – 1 не является простым.

Теперь, когда гипотеза доказана, мы можем назвать ее теоремой. Не вол-
нуйтесь, если доказательство показалось вам непонятным. Мы вернемся 
к нему снова в конце главы 3, чтобы проанализировать, как он было постро-
ено. На данный момент наиболее важно понять, что если n – любое целое 
число больше 1, которое может быть записано как произведение двух мень-
ших положительных целых чисел a и b, то доказательство дает нам способ (по 
общему признанию, несколько загадочный) записать 2n – 1 как произведение 
двух меньших натуральных чисел x и y. Таким образом, если n не является 
простым, то 2n – 1 также не должно быть простым. Например, предположим, 
что n = 12, тогда 2n – 1 = 4095. Поскольку 12 = 3 · 4, мы можем подставить  
a = 3 и b = 4 в доказательство. Тогда согласно формулам для x и y, приведен-
ным в доказательстве, мы будем иметь x = 2b – 1 = 24 – 1 = 15 и y = 1 + 2b + 
22b + … + 2(a – 1)b = 1 + 24 + 28 = 273. И как и предсказывают формулы в доказа-
тельстве, мы имеем xy = 15 · 273 = 4095 = 2n – 1. Конечно, есть другие способы 
разложить 12 на произведение двух меньших целых чисел, и это может при-
вести к другим способам факторизации 4095. Например, поскольку 12 = 2 · 6, 
мы могли бы использовать значения a = 2 и b = 6. Попробуйте вычислить со-
ответствующие значения x и y и убедитесь, что их произведение равно 4095.

Хотя мы уже знаем, что гипотеза 1 неверна, мы все же можем задать ей 
интересные вопросы. Если мы продолжим проверять простые числа n, чтобы 
убедиться, что 2n – 1 простое, продолжим ли мы находить контрпримеры 
к гипотезе – примеры, для которых 2n – 1 не является простым? Будем ли мы 
продолжать находить примеры, для которых 2n – 1 простое? Если бы суще-
ствовал только конечный набор простых чисел, мы могли бы исследовать эти 
вопросы, просто проверив 2n – 1 для каждого простого числа n. Но на самом 
деле простых чисел бесконечно много. Евклид (около 300 г. до н.э.) привел 
доказательство этого факта в книге IX своих «Элементов». Его доказатель-
ство – одно из самых известных во всей математике1:

Теорема 3. Простых чисел бесконечно много.

Доказательство. Предположим, что существует только конечное количество 
простых чисел. Пусть p1, p2, …, pn – список всех простых чисел. Пусть m = p1p2 
… pn + 1. Заметим, что m не делится на p1, поскольку деление m на p1 дает 

1 Евклид сформулировал теорему и доказательство несколько иначе. Для этой книги 
мы выбрали более современный подход.
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частное p2p3 … pn и остаток 1. Аналогично, m не делится на любое число из 
списка p2, p3, …, pn.

Теперь мы воспользуемся тем фактом, что каждое целое число больше 
1 – либо простое, либо может быть записано как произведение двух или 
более простых чисел. (Мы увидим доказательство этого факта в главе 6 – см. 
теорему 6.4.2.) Ясно, что m больше 1, поэтому m либо простое, либо является 
произведением простых чисел. Предположим сначала, что m простое. Обра-
тите внимание, что m больше, чем все числа в списке p1, p2, …, pn, значит, мы 
обнаружили простое число, которого нет в этом списке. Но это противоречит 
нашему предположению, что это был список всех простых чисел.

Теперь предположим, что m – произведение простых чисел. Пусть q будет 
одним из простых чисел в этом произведении. Тогда m делится на q. Но мы 
уже видели, что m не делится ни на одно из чисел в списке p1, p2, …, pn, поэтому 
мы снова приходим к противоречию с предположением, что в этот список 
включены все простые числа.

Поскольку предположение, что существует конечное число простых чисел, 
привело к противоречию, должно существовать бесконечно много простых 
чисел.

Напомним, что вы не должны беспокоиться, если некоторые аспекты этого 
доказательства кажутся загадочными. Прочитав главу 3, вы лучше подгото-
витесь к детальному пониманию доказательства. Затем мы вернемся к этому 
доказательству и проанализируем его структуру.

Мы видели, что если n не является простым, то 2n – 1 не может быть про-
стым, но если n простое, то 2n – 1 может быть простым или составным. По-
скольку простых чисел бесконечно много, существует бесконечно много чи-
сел вида 2n – 1, которые, исходя из того, что мы знаем сейчас, могут быть 
простыми. Но сколько из них являются простыми?

Простые числа вида 2n – 1 называются простыми числами Мерсенна в честь 
отца Марèна Мерсèнна (1588–1648), французского монаха и ученого, изучав-
шего эти числа. Хотя было найдено много простых чисел Мерсенна, до сих 
пор неизвестно, бесконечно ли их много. Многие из самых больших извест-
ных простых чисел – простые числа Мерсенна. На момент написания этой 
книги (февраль 2019 г.) наибольшее известное простое число – это простое 
число Мерсенна 282 589 933 – 1, состоящее из 24 862 048 цифр.

Простые числа Мерсенна связаны с совершенными числами, что является 
предметом другой известной нерешенной проблемы математики. Положи-
тельное целое число n называется совершенным, если n равно сумме всех 
положительных целых чисел, меньших n, которые делят n. (Для любых двух 
целых чисел m и n мы говорим, что m делит n, если n делится на m; другими 
словами, если существует целое число q такое, что n = qm.) Например, су-
ществуют положительные целые числа меньше 6, которые делят 6. Это числа 
1, 2 и 3, и при этом 1 + 2 + 3 = 6. Следовательно, 6 – совершенное число. Сле-
дующее наименьшее совершенное число – 28. (Вы должны сами убедиться, 
что 28 совершенно, найдя все положительные целые числа меньше 28, кото-
рые делят 28, и сложив их.)

Евклид доказал, что если 2n – 1 – простое число, то 2n–1(2n – 1) совершенно. 
Таким образом, каждое простое число Мерсенна представляет собой совер-
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шенное число. Более того, примерно через 2000 лет после доказательства 
Евклида швейцарский математик Леонард Эйлер (1707–1783), самый плодо-
витый математик в истории, доказал, что таким способом можно получить 
каждое четное совершенное число. Например, обратите внимание, что 6 = 
21(22 – 1) и 28 = 22(23 – 1). Поскольку неизвестно, существует ли бесконечно 
много простых чисел Мерсенна, также неизвестно, существует ли бесконечно 
много четных совершенных чисел. Также неизвестно, существуют ли со-
вершенные нечетные числа. Доказательства теорем Евклида и  Эйлера см. 
в упражнениях 18 и 19 в разделе 7.4.

Хотя простых чисел бесконечно много, они встречаются тем реже, чем 
больше числа, которые мы рассматриваем. Например, существует 25 прос-
тых чисел от 1 до 100, 16 простых чисел от 1001 до 1100 и только шесть прос-
тых чисел от 1 000 001 до 1 000 100. В качестве нашего последнего вводно-
го примера математического доказательства мы покажем, что существуют 
длинные отрезки последовательных положительных целых чисел, вообще не 
содержащие простых чисел. В этом доказательстве мы будем использовать 
следующую терминологию: для любого натурального числа n произведение 
всех целых чисел от 1 до n называется факториалом n и  обозначается n!. 
Таким образом, n! = 1 · 2 · 3 … n. Как и в случае с двумя предыдущими дока-
зательствами, мы вернемся к этому доказательству в конце главы 3, чтобы 
проанализировать его структуру.

Теорема 4. Для каждого натурального числа n существует последовательность 
из n последовательных натуральных чисел, не содержащая простых чисел.

Доказательство. Предположим, что n – натуральное число. Пусть x = (n + 1)! 
+ 2. Мы покажем, что ни одно из чисел x, x + 1, x + 2, …, x + (n – 1) не является 
простым числом. Поскольку это последовательность из n последовательных 
натуральных чисел, это доказывает теорему.

Чтобы убедиться, что x не является простым, обратите внимание, что

x = 1 · 2 · 3 · 4 … (n + 1) + 2 = 2 · (1 · 2 · 3 · 4 … (n + 1) + 1).

Таким образом, x можно записать как произведение двух меньших поло-
жительных целых чисел, поэтому x не является простым. 

Аналогично имеем

x + 1 = 1 · 2 · 3 · 4 … (n + 1) + 3 = 3 · (1 · 2 · 4 … (n + 1) + 1),

поэтому x + 1 также не является простым. В общем, рассмотрим любое число 
x + i, где 0 < i < n – 1. Отсюда имеем

x + 1 = …

поэтому x + i не является простым.
Теорема 4 показывает, что иногда между одним и другим простыми числа-

ми есть длинные отрезки. Но простые числа также иногда встречаются близко 
друг к другу. Поскольку 2 – единственное четное простое число, единствен-
ная пара последовательных целых чисел, которые являются простыми, – это 
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2 и 3. Но есть много пар простых чисел, которые отличаются только на два, 
например 5 и 7, 29 и 31, 7949 и 7951. Такие пары простых чисел называются 
простыми числами-близнецами. Неизвестно, есть ли бесконечно много про-
стых чисел-близнецов.

Недавно был достигнут значительный прогресс в вопросе о простых чис-
лах-близнецах. В 2013 году Итан Чжан (род. 1955) доказал, что существует 
натуральное число d < 70 000 000 такое, что существует бесконечно много пар 
простых чисел, различающихся на d. Усилиями многих других математиков 
в 2013–2014 гг. удалось снизить диапазон возможных значений d до d £ 246. 
Конечно, если утверждение верно при d = 2, то существует бесконечно много 
простых чисел-близнецов.

Упражнения
Примечание. Решения или подсказки для упражнений, отмеченных звездоч-
кой (*), приведены в приложении.

*1. (а) Разложите 215 – 1 = 32 767 на произведение двух меньших натураль-
ных чисел.
(b) Найдите целое число x такое, что 1 < x < 232 767 – 1 и 232 767 – 1 

делится на x.

2. Сделайте несколько предположений о значениях n, для которых 3n – 1 – 
простое число, или о значениях n, для которых 3n – 2n – простое число. 
(Вы можете начать с создания таблицы, подобной В.1.)

*3. Доказательство теоремы 3 дает метод нахождения простого числа, от-
личного от любого в данном списке простых чисел.
(а) Используйте этот метод, чтобы найти простое число, отличное от 2, 

3, 5 и 7.
(b) Используйте этот метод, чтобы найти простое число, отличное от 2, 

5 и 11.

4. Найдите пять последовательных целых чисел, которые не являются прос-
тыми.

5. Используйте таблицу В.1 и последующее обсуждение, чтобы найти еще 
два совершенных числа.

6. Последовательность 3, 5, 7 – это список из трех простых чисел, где каж-
дая пара соседних чисел в списке отличается на два. Есть ли еще такие 
«тройные простые числа»?

7. Два различных натуральных числа (m, n) называются дружественными, 
если сумма всех натуральных чисел меньше n, делящих n, равна m, а сум-
ма всех положительных целых чисел меньше m, которые делят m, равна 
n. Покажите, что пара (220, 284) дружественная.



Глава 1
Пропозициональная 

логика

1.1. ДеДуктивное мышление 
и логические связки

Как мы показали во введении, доказательства играют центральную роль 
в математике, а дедуктивные выкладки являются основой, на которую опи-
раются доказательства. Поэтому мы начинаем изучение математических вы-
водов и доказательств с изучения того, как работает дедуктивное мышление.

Пример 1.1.1. Вот три примера дедуктивного мышления:
1.  Завтра будет дождь или снег. 

Слишком тепло для снега. 
Значит, пойдет дождь.

2.  Если сегодня воскресенье, то сегодня мне не нужно идти на работу. 
Сегодня воскресенье. 
Поэтому сегодня мне не нужно идти на работу.

3.  Я пойду на работу завтра или сегодня. 
Я сегодня останусь дома. 
Поэтому пойду на работу завтра.

В каждом случае мы пришли к заключению из предположения, что некото-
рые другие утверждения, называемые допущениями или посылками, верны. 
Например, посылки в рассуждении 3 – это утверждения «Я пойду на работу 
завтра или сегодня» и «Я сегодня останусь дома». Вывод такой: «Я пойду на 
работу завтра», и он вроде бы следует из посылок.

Но действительно ли этот вывод сделан верно? В конце концов, разве не 
может случиться так, что я останусь сегодня дома, а завтра проснусь боль-
ным и снова останусь дома? Если это произойдет, вывод окажется ложным. 
Но заметьте, что в этом случае первая посылка, которая гласила, что я пойду 
на работу завтра или сегодня, также будет ложной! Хотя у нас нет гарантии, 
что вывод истинный, он может быть ложным только в том случае, если хотя 
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бы одна из посылок также ложная. Если обе посылки истинны, мы можем 
быть уверены в  истинности вывода. В  этом смысле заключение навязано 
нам посылками, и это критерий, который мы будем использовать для оцен-
ки правильности дедуктивного рассуждения. Мы говорим, что рассуждение 
действительно, если все посылки не могут быть истинными без истинного 
заключения. Все три рассуждения в нашем примере – действительные.

Вот пример недействительного дедуктивного рассуждения:

Виноват или дворецкий, или горничная.
Или виновата горничная, или виноват повар.
Следовательно, виноват или дворецкий, или повар.

Рассуждение недействительно, потому что вывод может быть ложным, 
даже если истинны обе посылки. Например, если горничная виновна, а дво-
рецкий и повар невиновны, то обе посылки будут истинными, но вывод будет 
ложным.

Мы можем узнать больше о том, что делает рассуждение действительным, 
сравнивая три рассуждения в  примере 1.1.1. На первый взгляд может по-
казаться, что рассуждения 2 и 3 имеют много общего, потому что оба они 
касаются одного и того же предмета: посещения работы. Но с точки зрения 
используемых рассуждений наиболее похожи рассуждения 1 и  3. Оба они 
вводят две возможности в первой посылке, исключают вторую возможность 
с помощью второй посылки и затем делают вывод, что первая возможность 
должна иметь место. Другими словами, оба рассуждения имеют вид:

P или Q. 
Не Q. 
Следовательно, P.

Именно эта форма, а не предмет обсуждения делает рассуждения действи-
тельными. Вы можете увидеть, что рассуждение 1 имеет такую форму, если 
принять, что буква P обозначает утверждение «Завтра будет дождь», а Q – 
«Завтра будет снег». Для рассуждения 3 P будет означать «Я пойду на работу 
завтра», а Q – «Я пойду на работу сегодня».

Замена определенных утверждений в каждом рассуждении буквами, как 
мы это сделали для рассуждений 1 и 3, дает два преимущества. Во-первых, 
это не позволяет нам отвлекаться на аспекты рассуждений, не влияющие 
на их обоснованность. Вам не нужно ничего знать о прогнозировании по-
годы или привычке ходить на работу, чтобы признать, что рассуждения 1 
и 3 верны. Это потому, что оба рассуждения имеют форму, показанную ра-
нее, и вы можете сказать, что эта форма рассуждения верна, даже не зная, 
что означают P и Q. Если вы не согласны с этим, рассмотрите следующее 
рассуждение:

Либо стробонатор пропускает зажигание, либо механизм друмпеля 
не отрегулирован. 
Я проверил регулировку механизма друмпеля, и с ним все в порядке. 
Следовательно, стробонатор неисправен.
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Если механик даст такое объяснение после осмотра вашей машины, вы все 
равно не поймете, почему машина не заводится, но у вас не будет претензий 
к его логике!

Возможно, более важно то, что из анализа формы рассуждений 1 и 3 ста-
новится ясно, что влияет на их обоснованность: это слова или (or) и не (not). 
В большинстве дедуктивных рассуждений и, в частности, в математических 
рассуждениях значения всего нескольких слов дают нам ключ к пониманию 
того, что делает часть рассуждения правильной или ошибочной. (Какие слова 
являются важными в рассуждении 2 в примере 1.1.1?) Первые несколько глав 
этой книги посвящены изучению этих слов и того, как они используются 
в математических записях и рассуждениях.

В этой главе мы сконцентрируемся на словах, используемых для объеди-
нения простых утверждений в более сложные. Мы продолжим использовать 
буквы для обозначения утверждений, но только для однозначных утверж-
дений, которые являются истинными или ложными. Вопросы, восклицания 
и расплывчатые заявления не допускаются. Также будет полезно использо-
вать символы, иногда называемые соединительными символами или связками 
(connective simbols), для обозначения некоторых слов, применяемых для 
объединения утверждений. Вот наши первые три соединительных символа 
и слова, которые они обозначают:

Символ Значение
∨ или (or)
∧ и (and)
¬ не (not)

Таким образом, если P и Q обозначают два утверждения, тогда мы будем 
писать P ∨ Q для обозначения утверждения «P или Q», P ∧ Q для «P и Q» и ¬P 
для «не P» или «P является ложным». Утверждение P ∨ Q иногда называют 
дизъюнкцией P и Q, P ∧ Q называют конъюнкцией P и Q, а ¬P называют отри-
цанием P.

Пример 1.1.2. Запишите логические формы следующих утверждений:
1. Или Джон пошел в магазин, или у нас закончились яйца.
2. Джо собирается уйти из дома и больше не вернется.
3. Или Билл на работе, а Джейн нет, или Джейн на работе, а Билл нет.

Решения
1.  Если мы назначим P обозначать утверждение «Джон пошел в магазин», 

а Q – «у нас закончились яйца», то общее утверждение можно было бы 
символически представить как P ∨ Q.

2.  Если мы назначим P обозначать утверждение «Джо собирается уйти из 
дома», а Q – «Джо не вернется», то мы могли бы символически предста-
вить это утверждение как P ∧ Q. Но эта запись упускает важную особен-
ность утверждения, потому что она не означает, что Q – отрицательное 
утверждение. Мы могли бы улучшить запись, обозначив как R утверж-
дение «Джо собирается вернуться», а  затем записав утверждение Q 
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как ¬R. Подставив это в  нашу первую запись посылки, мы получаем 
улучшенную запись P ∧ ¬ R.

3.  Пусть B означает утверждение «Билл на работе», а  J – утверждение 
«Джейн на работе». Тогда первая половина утверждения «Билл на ра-
боте, а Джейн нет» может быть представлена как B ∧ ¬J. Аналогично, 
вторая половина – это J ∧ ¬B. Чтобы записать все утверждение, мы 
должны использовать связку «или», образуя дизъюнкцию, так что пол-
ная запись будет иметь следующий вид: (B ∧ ¬J) ∨ (J ∧ ¬B).

Обратите внимание, что при анализе третьего утверждения в  предыду-
щем примере мы добавили круглые скобки при формировании дизъюнкции  
B ∧ ¬J и J ∧ ¬B, чтобы однозначно указать, какие утверждения были объеди-
нены. Это похоже на использование круглых скобок в  алгебре, в  которых, 
например, произведение a + b и a – b будет записано как (a + b) · (a – b), при-
чем скобки служат для однозначного указания того, какие величины должны 
быть перемножены. Как и в алгебре, в логике принято опускать некоторые 
скобки, чтобы наши выражения были короче и удобнее для чтения. Однако 
мы должны договориться о некоторых соглашениях о том, как читать такие 
выражения, чтобы они оставались однозначными. Согласно одному соглаше-
нию, символ ¬ всегда применяется только к утверждению, которое следует 
сразу после него. Например, ¬P ∧ Q означает (¬P) ∧ Q, а не ¬(P ∧ Q). Позже мы 
увидим другие соглашения о скобках.

Пример 1.1.3. Какие английские предложения представлены следующими вы-
ражениями?

1. (¬S ∧ L) ∨ S, где S означает «Джон умен», а L означает «Джону повезло».
2. ¬S ∧ (L ∨ S), где S и L имеют те же значения, что и раньше.
3. ¬(S ∧ L) ∨ S, причем S и L остаются прежними.

Решения
1. Джон не умен и ему повезло, или он умен.
2.  Джон не умен, и ему повезло, или он умен. Обратите внимание, как 

расположение слова или в разговорном языке меняется в зависимости 
от того, где находятся круглые скобки.

3.  Джон не умен и не удачлив, или Джон умен. Слово-союз и также зависит 
от различного возможного положения скобок.

Важно помнить, что символы ∧, ∨ и ¬ на самом деле не соответствуют всем 
вариантам использования слов и,  или, не в  разговорном языке. Например, 
символ ∧ нельзя использовать для обозначения слова и в предложении «Джон 
и Билл – друзья», потому что в этом предложении слово и не используется 
для объединения двух утверждений. Символы ∧ и  ∨ могут использоваться 
только между двумя утверждениями, чтобы образовать их конъюнкцию или 
дизъюнкцию, а символ ¬ может использоваться только перед утверждением, 
чтобы отрицать его. Это означает, что определенные строки букв и символов 
просто бессмысленны. Например, P ¬ ∧ Q, P ∧ ∨ Q и P ¬ Q – все это «неграм-
матические» выражения на языке логики. «Грамматические» выражения, 
подобные приведенным в примерах 1.1.2 и 1.1.3, иногда называют правильно 
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построенными формулами или просто формулами. И  снова, здесь полезно 
подумать об аналогии с алгеброй, в которой символы +, –, · и ÷ могут стоять 
между двумя числами в качестве операторов, а символ – (минус) также может 
стоять перед числом, чтобы показать его отрицательность. Это единствен-
ный способ использования этих символов в алгебре, поэтому такие выраже-
ния, как x – ÷ y, не имеют смысла.

Иногда для записи выражений, представленных символами ∧, ∨ и ¬, ис-
пользуются слова, отличные от и, или, не. Например, рассмотрим первое ут-
верждение в примере 1.1.3. Хотя мы использовали выражение «Джон не умен 
и  ему повезло, или он умен», альтернативным способом передачи той же 
информации было бы выражение: «Либо Джон не умен, но ему повезло, либо 
он умен». Часто слово но используется в разговорном языке для обозначения 
связки и, особенно когда есть некоторый контраст или конфликт между объ-
единяемыми утверждениями. В качестве более яркого примера представьте, 
что синоптик заканчивает свой прогноз заявлением «Дождь и снег – только 
эти варианты можно ждать от завтрашней погоды». Это просто окольный 
способ сказать, что завтра будет дождь или снег. Таким образом, даже не-
смотря на то, что синоптик использовал слово и, значение, выраженное в его 
утверждении, является дизъюнкцией. Урок из этих примеров состоит в том, 
что для определения логической формы утверждения вы должны думать 
о смысле утверждения, а не просто переводить слово за словом в символы.

Иногда логические слова скрыты в  математических обозначениях. На-
пример, рассмотрим утверждение 3 £ π. Хотя с виду оно кажется простым 
утверждением, не содержащим логических связок, если вы прочитаете его 
вслух, то услышите слово или. Если мы назначим P обозначать утверждение  
3 < π и Q для утверждения 3 = π, тогда утверждение 3 £ π будет записано как  
P ∨ Q. В этом примере утверждения, представленные буквами P и Q, настоль-
ко короткие, что вряд ли имеет смысл сокращать их до отдельных букв. В та-
ких случаях мы иногда не будем беспокоиться о замене утверждений буква-
ми, поэтому мы также можем записать это утверждение как (3 < π) ∨ (3 = π).

В качестве немного более сложного примера рассмотрим утверждение  
3 < π <4. Это утверждение означает 3 < π и π < 4, так что снова логическая 
связка была скрыта в математической нотации. Дополняя запись, которую 
мы только что разработали для 3 £ π, мы можем записать выражение как  
[(3 < π) ∨ (3 = π)] ∧ (π <4). Знание логической формы утверждения может 
быть важно для понимания части математических рассуждений, связанных 
с этим утверждением.

Упражнения
*1. Запишите логические формы следующих утверждений:

(а) У  нас будут либо задания для самостоятельного чтения, либо до-
машняя работа, но у нас не будет одновременно домашней работы 
и теста.

(b) Вы не пойдете кататься на лыжах или пойдете, но снега не будет.
(c) 7 ≰ 2.
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2. Запишите логические формы следующих утверждений:
(a)  Либо Джон и Билл оба говорят правду, либо ни один из них не гово-

рит правду.
(b)  Я буду есть либо рыбу, либо курицу, но не буду есть рыбу и карто-

фельное пюре одновременно.
(c) Число 3 является общим делителем чисел 6, 9 и 15.

3. Запишите логические формы следующих утверждений:
(a) Алиса и Боб не находятся в комнате одновременно.
(b) Алисы и Боба одновременно нет в комнате.
(c) Алисы или Боба нет в комнате.
(d) Ни Алисы, ни Боба нет в комнате.

4. Запишите логические формы следующих утверждений:
(a) Либо Ральф и Эд оба высокие, либо оба красивые.
(b) И Ральф, и Эд либо высокие, либо красивые.
(c) И Ральф, и Эд оба невысокие и некрасивые.
(d) Ни Ральф, ни Эд не являются одновременно высокими и красивыми.

5.  Какие из следующих выражений являются правильными формулиров-
ками?
(a) ¬(¬P V ¬¬R).
(b) ¬(P, Q, ∧ R).
(c) P ∧ ¬P.
(d) (P ∧ Q) (P ∨ R).

*6.  Пусть P означает утверждение «Я куплю брюки», а S – утверждение «Я ку-
плю рубашку». Какие разговорные предложения представлены следую-
щими формулами?
(a) ¬(P ∧ ¬S).
(b) ¬P ∧ ¬S.
(c) ¬P ∨ ¬S.

7.  Пусть S означает утверждение «Стив счастлив», а G – «Джордж счастлив». 
Какие английские предложения представлены следующими формулами?
(а) (S ∨ G) ∧ (¬S ∨ ¬G).
(b) [S ∨ (G ∧ ¬S)] ∨ ¬G.
(c) S ∨ [G ∧ (¬S ∨ ¬G)].

8.  Пусть T означает «Налоги вырастут», а D – «Дефицит вырастет». Какие 
английские предложения представлены следующими формулами?
(a) Т ∨ D.
(b) ¬(T ∧ D) ∧ ¬(¬T ∧ ¬D).
(c) (T ∧ ¬D) ∨ (D ∧ ¬T).

9.  Определите посылки и  выводы следующих дедуктивных рассуждений 
и  запишите их логические формы. Как вы думаете, рассуждения вер-
ны? (Хотя при ответе на последний вопрос у вас будет только интуиция, 
в следующем разделе мы разработаем некоторые методы определения 
обоснованности рассуждений.)
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(а)  Джейн и  Пит оба не выиграют приз по математике. Пит выиграет 
либо приз по математике, либо по химии. Джейн получит приз по 
математике. Следовательно, Пит получит приз по химии.

(b)  Основное блюдо будет из говядины или рыбы. Гарниром будет либо 
горох, либо кукуруза. У нас не будет одновременно рыбы в качестве 
основного блюда и кукурузы в качестве гарнира. Поэтому у нас не 
будет одновременно говядины как основного блюда и  гороха как 
гарнира.

(c)  Либо Джон, либо Билл говорят правду. Либо Сэм, либо Билл лгут. 
Следовательно, либо Джон говорит правду, либо Сэм лжет.

(г)  Либо продажи вырастут, и начальник будет доволен, либо расходы 
увеличатся, и начальник будет недоволен. Таким образом, продажи 
и расходы не могут увеличиться одновременно.

1.2. таблицы истинности

В разделе 1.1 мы показали, что рассуждение действительно, если все посыл-
ки не могут быть истинными без наличия истинного заключения. Поэтому, 
чтобы понять, как слова и, или и не влияют на обоснованность рассуждений, 
мы должны понять, как они способствуют истинности или ложности содер-
жащих их утверждений.

Когда мы оцениваем истинность или ложность утверждения, мы присваи-
ваем ему один из ярлыков – истина или ложь, – и этот ярлык называется его 
значением истинности. Вполне очевидно, как слово и способствует значению 
истинности содержащегося в нем утверждения. Утверждение в форме P ∧ Q 
может быть истинным, только если одновременно истинны и  P, и  Q; если 
либо P, либо Q является ложным, то P ∧ Q также будет ложным. Поскольку мы 
предположили, что P и Q обозначают утверждения, которые либо истинны, 
либо ложны, мы можем свести все варианты возможных значений в табл. 1.1, 
называемую таблицей истинности для формулы P ∧ Q. Каждая строка в та-
блице истинности представляет одну из четырех возможных комбинаций 
значений истинности для утверждений P и Q. Хотя эти четыре возможности 
могут располагаться в таблице в любом порядке, лучше всего перечислять 
их систематически, чтобы мы могли быть уверены, что ни одна из возмож-
ностей не была упущена. Таблицу истинности для ¬P также довольно легко 
построить, потому что для того, чтобы ¬P было истинным, P должно быть 
ложным (табл. 1.2).

Таблица 1.1. Таблица истинности формулы P ∧ Q
P Q P ∧ Q
F F F
F T F
T F F
T T T
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Таблица 1.2. Таблица истинности формулы ¬P
P ¬P
F T
T F

Таблица истинности для P ∨ Q немного сложнее. Первые три строки, безус-
ловно, должны быть заполнены, как показано в табл. 1.3, но могут возникнуть 
некоторые вопросы по поводу последней строки. Каким должно быть значе-
ние P ∨ Q – истинным или ложным в случае, когда P и Q оба истинны? Дру-
гими словами, какому из утверждений соответствует запись P ∨ Q – «P или 
Q, или оба» или же «P или Q, но не оба»? Первый способ интерпретации 
слова или называется включающим или (потому что он включает возможность 
того, что оба утверждения являются истинными), а второй – исключающим 
или. В математике или всегда включающее, если не указано иное, поэтому 
мы будем интерпретировать символ ∨ как включающее или (табл. 1.4). См. 
упражнение 3, чтобы узнать больше об исключающем или.

Таблица 1.3. Таблица истинности формулы P ∨ Q с неоднозначностью
P Q P ∨ Q
F F F
F T T
T F T
T T ?

Таблица 1.4. Таблица истинности исключающего или
P Q P ∨ Q
F F F
F T T
T F T
T T T

Используя правила, изложенные в этих таблицах истинности, теперь мы 
можем разработать таблицы истинности для более сложных формул. Все, 
что нам нужно сделать, – это определить значения истинности составных 
частей формулы, начиная с отдельных букв и постепенно переходя к более 
сложным формулам.

Пример 1.2.1. Составьте таблицу истинности для формулы ¬(P ∨ ¬Q).

Решение

P Q ¬Q P ∨ ¬Q ¬(P ∨ ¬Q)
F F T T F
F T F F T
T F T T F
T T F T F
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В первых двух столбцах этой таблицы перечислены четыре возможные 
комбинации значений истинности P и Q. Третий столбец, в котором перечис-
лены значения истинности для формулы ¬Q, находится путем простого от-
рицания значений истинности для Q во втором столбце. Четвертый столбец 
для формулы P ∨ ¬Q находится путем объединения значений истинности для 
P и ¬Q, перечисленных в первом и третьем столбцах, в соответствии с пра-
вилом значения истинности для ∨, приведенным в табл. 1.4. Согласно этому 
правилу, P ∨ ¬Q будет ложным, только если и P, и ¬Q ложны. Глядя на первый 
и третий столбцы, мы видим, что это происходит только во второй строке 
таблицы, поэтому четвертый столбец содержит букву F во второй строке 
и  букву T во всех остальных строках. Наконец, значения истинности для 
формулы ¬(P ∨ ¬Q) перечислены в пятом столбце, который находится путем 
отрицания значений истинности в четвертом столбце. (Обратите внимание, 
что эти столбцы нужно было пройти по порядку, потому что каждый текущий 
использовался при вычислении следующего.)

Пример 1.2.2. Составьте таблицу истинности для формулы ¬(P ∧ Q) ∨ ¬R.

Решение

P Q R P ∧ Q ¬(P ∧ Q) ¬R ¬(P ∧ Q) ∨ ¬R
F F F F T T T
F F T F T F T
F T F F T T T
F T T F T F T
T F F F T T T
T F T F T F T
T T F T F T T
T T T T F F F

Обратите внимание: поскольку эта формула содержит три буквы, требует-
ся восемь строк, чтобы перечислить все возможные комбинации значений 
истинности для этих букв. (Если формула содержит n разных букв, сколько 
строк будет в ее таблице истинности?)

Существует способ сделать таблицы истинности более компактными. Вме-
сто того чтобы использовать отдельные столбцы для перечисления значений 
истинности для составных частей формулы, просто перечислите эти зна-
чения истинности под соответствующим соединительным символом в  ис-
ходной формуле. Это показано в табл. 1.5 для формулы из примера 1.2.1. 
На первом шаге мы перечислили значения истинности для P и Q под теми 
буквами, где они появляются в  формуле. На втором шаге под символом ¬ 
для ¬Q были добавлены значения истинности для ¬Q. На третьем шаге мы 
объединили значения истинности для P и ¬Q, чтобы получить значения ис-
тинности для P ∨ ¬Q, которые перечислены под символом ∨. Наконец, на 
последнем шаге эти значения истинности инвертируются и  перечислены 
под начальным символом. Значения истинности, добавленные на послед-
нем шаге, дают значение истинности для всей формулы, поэтому мы будем 
называть символ, под которым они перечислены (в данном случае первый 
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символ), главной связкой формулы. Обратите внимание, что значения ис-
тинности, перечисленные под главной связкой в  этом случае, согласуются 
со значениями, которые мы нашли в примере 1.2.1.

Таблица 1.5. Пошаговое компактное представление 
Шаг 1 Шаг 2

P Q ¬(P ∨ ¬Q) ¬R Q ¬(P ∨ ¬Q)
F F F F F F F TF
F T T F F T F FT
T F F F T F T TF
T T T F T T T FT

Шаг 3 Шаг 4
P Q ¬(P ∨ ¬Q) ¬R Q ¬(P ∨ ¬Q)
F F F T TF F F F F T TF
F T F F FT F T T F F FT
T F T T TF T F F T T TF
T T T T FT T T F T T FT

Теперь, когда мы знаем, как составлять таблицы истинности для сложных 
формул, мы готовы вернуться к анализу истинности рассуждений. Вернемся 
к первому примеру дедуктивного рассуждения:

Завтра будет дождь или снег. 
Слишком тепло для снега. 
Значит, пойдет дождь.

Как мы видели, если мы присвоим обозначение P утверждению «Завтра 
будет дождь», а Q – утверждению «Завтра пойдет снег», то мы можем симво-
лически представить рассуждение следующим образом:

P ∨ Q
¬Q
∴P

где символ ∴ означает следовательно.

Давайте посмотрим, как можно использовать таблицы истинности для 
проверки достоверности этого рассуждения. В табл. 1.6 представлена табли-
ца истинности как для посылок, так и для вывода рассуждений. Напомним, 
что мы решили назвать рассуждение допустимым, если все предпосылки 
не могут быть истинными без истинного заключения. Глядя на табл. 1.6, мы 
видим, что единственная строка таблицы, в  которой оба предположения 
оказываются верными, – это третья строка, и  в  этой строке вывод также 
верен. Таким образом, таблица истинности подтверждает, что если все по-
сылки истинны, вывод также должен быть истинным, поэтому рассуждение 
действительно.
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Таблица 1.6. Таблица истинности для посылок и вывода рассуждения
Посылки Заключение

P Q P ∨ Q ¬Q P
F F F T F
F T T F F
T F T T T
T T T F T

Пример 1.2.3. Определите, действительны ли следующие рассуждения.
1.  Либо Джон не умен и просто везучий, либо он умен. 

Джон умен. 
Следовательно, Джон невезучий.

2.  Дворецкий и повар не являются оба одновременно невиновными. 
Либо дворецкий лжет, либо повар невиновен. 
Следовательно, дворецкий либо лжет, либо виноват.

Решения
1.  Как и в примере 1.1.3, пусть S означает утверждение «Джон умен», а L 

означает «Джон везучий». Тогда рассуждение имеет вид:

(¬S ∧ L) ∨ S
S
∴ ¬L

Теперь составим таблицу истинности как для посылок, так и для за-
ключения. (Вам следует проработать промежуточные шаги при выводе 
третьего столбца этой таблицы, чтобы убедиться в его правильности.)

Посылки Заключение
S L (¬S ∧ L) ∨ S S ¬L
F F F F T
F T T F F
T F T T T
T T T T F

Обе посылки верны в третьей и четвертой строках этой таблицы. За-
ключение также верно в третьей строке, но неверно в четвертой строке. 
Таким образом, мы наблюдаем ситуацию, когда обе посылки истинные, 
а вывод – ложный, поэтому рассуждение недействительно. Фактически 
таблица показывает нам, почему это так. Проблема возникает в четвер-
той строке таблицы, в которой S и L истинны – иными словами, Джон 
и  умен, и  удачлив. Таким образом, если Джон и  умен, и  удачлив, то 
обе посылки будут истинными, но вывод будет ложным, поэтому было 
бы ошибкой делать вывод о том, что вывод должен быть истинным из 
предположения, что посылки истинны.
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2.  Пусть B означает утверждение «Дворецкий невиновен», C – утверж-
дение «Повар невиновен» и L – утверждение «Дворецкий лжет». Тогда 
рассуждение имеет вид:

¬(B ∧ C)
L ∨ C
∴ L ∨ ¬B

Вот таблица истинности для посылок и заключения:

Посылки Заключение
B C L ¬(B ∧ C) L ∨ C L ∨ ¬B
F F F T F T
F F T T T T
F T F T T T
F T T T T T
T F F T F F
T F T T T T
T T F F T F
T T T F T T

Обе посылки верны только во второй, третьей, четвертой и  шестой 
строках, и  в  каждом из этих случаев верен и  вывод. Следовательно, 
рассуждение действительно.

Если вы ожидали, что первое рассуждение в примере 1.2.3 окажется вер-
ным, возможно, это потому, что вас смутила первая посылка. Это довольно 
сложное утверждение, которое мы символически представили формулой  
(¬S ∧ L) ∨ S. Согласно нашей таблице истинности, эта формула ложна, если 
S и L ложны, и истинна в противном случае. Но обратите внимание, что это 
в точности то же самое, что и таблица истинности для более простой форму-
лы L ∨ S! Поэтому мы говорим, что формулы (¬S ∧ L) ∨ S и L ∨ S эквивалентны. 
Эквивалентные формулы всегда имеют одинаковое значение истинности 
независимо от того, какие утверждения обозначают буквы в них, и незави-
симо от того, каковы значения истинности этих утверждений. Эквивалент-
ность посылки (¬S ∧ L) ∨ S и более простой формулы L ∨ S может помочь вам 
понять, почему рассуждение ошибочно. Переводя формулу L  ∨  S обратно 
на разговорный язык, мы видим, что первую предпосылку можно было бы 
сформулировать проще: «Джон либо удачлив, либо умен (либо то и другое)». 
Но из этой посылки и второй посылки (что Джон умен) явно не следует, что 
он невезучий, потому что он может быть одновременно умен и удачлив.

Пример 1.2.4. Какие из этих формул эквивалентны?

¬(P ∧ Q), ¬P ∧ ¬Q, ¬P ∨ ¬Q.

Решение
Вот таблица истинности для всех трех утверждений. (Вы должны ее прове-
рить!)
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P Q ¬(P ∧ Q) ¬P ∧ ¬Q ¬P ∨ ¬Q
F F T T T
F T T F T
T F T F T
T T F F F

Третий и пятый столбцы в этой таблице идентичны, но они отличаются от 
четвертого столбца. Следовательно, формулы ¬(P ∧ Q) и ¬P ∨ ¬Q эквивалент-
ны, но ни одна из них не эквивалентна формуле ¬P ∧ ¬Q. Вы увидите в этом 
смысл, если задумаетесь о том, что означают формулы в  реальной жизни. 
Например, предположим, что P означает «Yankee выиграли вчера вечером», 
а  Q означает «Red Sox выиграли вчера вечером». Тогда формула ¬(P ∧ Q)  
будет представлять утверждение «Yankee и Red Sox не выиграли вчера одно-
временно», а ¬P ∨ ¬Q будет представлять утверждение «Yankee или Red Sox не 
выиграли вчера вечером»; эти утверждения явно несут одну и ту же инфор-
мацию. С другой стороны, ¬P ∧ ¬Q будет представлять «Yankee и Red Sox оба 
не выиграли вчера вечером», что означает совершенно другое.

Вы можете сами убедиться, составив таблицу истинности, что формула 
¬P ∧ ¬Q из примера 1.2.4 эквивалентна формуле ¬(P ∨ Q). (Чтобы увидеть, 
что эта эквивалентность имеет смысл, обратите внимание, что утверждения 
«Yankee и Red Sox оба не выиграли вчера вечером» и «Это не тот случай, ког-
да Yankee или Red Sox выиграли вчера вечером» означают одно и то же.) Эта 
эквивалентность, а также эквивалентность, обнаруженная в примере 1.2.4, 
называются законами Де Моргана. Они названы в честь британского матема-
тика Августа Де Моргана (1806–1871).

При анализе дедуктивных рассуждений и  содержащихся в  них утверж-
дений полезно знать ряд часто встречающихся эквивалентностей. Само-
стоятельно составьте таблицы истинности для приведенных ниже эквива-
лентностей и убедитесь в том, что они имеют смысл, переведя формулы на 
разговорный язык, как мы сделали в примере 1.2.4.

Законы Де Моргана
¬(P ∧ Q) эквивалентно ¬P ∨ ¬Q.
¬(P ∨ Q) эквивалентно ¬P ∧ ¬Q.

Коммутативные законы
P ∧ Q эквивалентно Q ∧ P.
P ∨ Q эквивалентно Q ∨ P.

Ассоциативные законы
P ∧ (Q ∧ R) эквивалентно (P ∧ Q) ∧ R.
P ∨ (Q ∨ R) эквивалентно (P ∨ Q) ∨ R.

Идемпотентные законы
P ∧ P эквивалентно P.
P ∨ P эквивалентно P.
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Дистрибутивные законы
P ∧ (Q ∨ R) эквивалентно (P ∧ Q) ∨ (P ∧ R).
P ∨ (Q ∧ R) эквивалентно (P ∨ Q) ∧ (P ∨ R).

Законы поглощения
P ∨ (P ∧ Q) эквивалентно P.
P ∧ (P ∨ Q) эквивалентно P.

Закон двойного отрицания
¬¬P эквивалентно P.

Обратите внимание, что из-за ассоциативных законов мы можем опускать 
скобки в формулах P ∧ Q ∧ R и P ∨ Q ∨ R, не беспокоясь о том, что полученная 
формула будет неоднозначной, потому что два возможных способа расста-
новки скобок приводят к эквивалентным формулам.

Многие эквиваленты в списке должны напомнить вам о похожих прави-
лах, касающихся операций +, – и  · в алгебре. Как и в алгебре, эти правила 
можно применять к более сложным формулам, и их можно комбинировать 
для выработки более сложных эквивалентностей. Любую из букв в этих эк-
вивалентностях можно заменить более сложными формулами, и полученная 
эквивалентность останется верной. Например, заменив P в законе двойного 
отрицания формулой Q ∨ ¬R, вы увидите, что ¬(Q ∨ ¬R) эквивалентно Q ∨ ¬R. 
Кроме того, если две формулы эквивалентны, вы всегда можете заменить 
одну на другую в любом выражении, и результаты будут эквивалентными. 
Например, поскольку запись ¬¬P эквивалентна P, то, встретив ¬¬P в любой 
формуле, вы всегда можете заменить ее на P, и полученная формула будет 
эквивалентна исходной.

Пример 1.2.5. Найдите более простые формулы, эквивалентные этим фор-
мулам:

1. ¬(P ∨ ¬Q).
2. ¬(Q ∧ ¬P) ∨ P.

Решения
1. ¬(P ∨ ¬Q)
 эквивалентно ¬P ∧ ¬¬Q        (закон Де Моргана), 
что эквивалентно ¬P ∧ Q     (закон двойного отрицания).
Вы можете проверить правильность этой эквивалентности, составив таб-

лицу истинности для ¬P ∧ Q и  убедившись, что она такая же, как таблица 
истинности для ¬(P ∨ ¬Q), построенная в примере 1.2.1.

2. ¬(Q ∧ ¬P) ∨ P 

 эквивалентно (¬Q ∨ ¬¬P) ∨ P  (закон Де Моргана),  
что эквивалентно (¬Q ∨ P) ∨ P (закон двойного отрицания),  
что эквивалентно ¬Q ∨ (P ∨ P) (ассоциативный закон),  
что эквивалентно ¬Q ∨ P (идемпотентный закон).
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Некоторые эквивалентности основаны на том факте, что определенные 
формулы либо всегда истинны, либо всегда ложны. Например, вы можете 
проверить, составив таблицу истинности, что формула Q ∧ (P ∨ ¬P) экви-
валентна просто Q. Но даже до того, как вы составите таблицу истинности, 
вы, вероятно, сможете понять, почему они эквивалентны. В каждой строке 
таблицы истинности P ∨ ¬P будет считаться истинным, и поэтому Q ∧ (P ∨ ¬P)  
будет считаться истинным, когда Q также истинно, и ложным, если Q лож-
но. Всегда верные формулы, такие как P ∨ ¬P, называются тавтологиями 
(tautology). Точно так же формулы, которые всегда ложны, называются кон-
традикциями (contradiction). Например, формула P ∧ ¬P представляет собой 
контрадикцию.

Пример 1.2.6. Являются ли эти формулы тавтологией или контрадикцией?

P ∨ (Q ∨ ¬P), P ∧ ¬(Q ∨ ¬Q), P ∨ ¬(Q ∨ ¬Q).

Решение
Сначала мы составляем таблицу истинности для всех трех формул.

P Q P ∨ (Q ∨ ¬P) P ∧ ¬(Q ∨ ¬Q) P ∨ ¬ (Q ∨ ¬Q)
F F T F F
F T T F F
T F T F T
T T T F T

Из таблицы истинности видно, что первая формула является тавтологией, 
вторая – контрадикцией, а третья – ни то, ни другое. Фактически, поскольку 
последний столбец идентичен первому, третья формула эквивалентна P.

Теперь мы можем сформулировать еще несколько полезных законов, 
включающих тавтологии и контрадикции. Попробуйте самостоятельно убе-
дить себя в правильности всех этих законов, разработав таблицы истинности 
для соответствующих утверждений.

Законы тавтологии
P ∧ (тавтология) эквивалентно P.
P ∨ (тавтология) – это тавтология.
¬(тавтология) – это контрадикция.

Законы контрадикции
P ∧ (контрадикция) – это контрадикция.
P ∨ (контрадикция) эквивалентно P.
¬(контрадикция) – это тавтология.

Пример 1.2.7. Найдите более простые формулы, эквивалентные следующим 
формулам:

1. P ∨ (Q ∧ ¬P).
2. ¬(P ∨ (Q ∧ ¬R)) ∧ Q.



32  Пропозициональная логика

Решения
1. P ∨ (Q ∧ ¬P) 

 эквивалентно (P ∨ Q) ∧ (P ∨ ¬¬P) (дистрибутивный закон),  
что эквивалентно P ∨ Q (закон тавтологии).

 Последний шаг основан на том факте, что P ∨ ¬P – тавтология.
2. ¬(P ∨ (Q ∧ ¬R)) ∧ Q
 эквивалентно (¬P ∧ ¬(Q ∧ ¬R)) ∧ Q (закон Де Моргана),
 что эквивалентно (¬P ∧ (¬Q ∨ ¬¬R)) ∧ Q (закон Де Моргана),
 что эквивалентно (¬P ∧ (¬Q ∨ R)) ∧ Q (закон двойного отрицания),
 что эквивалентно ¬P ∧ ((¬Q ∨ R)) ∧ Q) (ассоциативный закон),
 что эквивалентно ¬P ∧ (Q ∧ (¬Q ∨ R)) (коммутативный закон),
 что эквивалентно ¬P ∧ ((Q ∧ ¬Q) ∨ (Q ∧ R)) (дистрибутивный закон),
 что эквивалентно ¬P ∧ (Q ∧ R) (закон контрадикции).
  Последний шаг основан на том факте, что Q ∧ ¬Q является контра-

дикцией. Наконец, по ассоциативному закону для ∧ мы можем убрать 
скобки, не делая формулу неоднозначной, поэтому исходная формула 
эквивалентна формуле ¬P ∧ Q ∧ R.

Упражнения
*1. Составьте таблицы истинности для следующих формул:

(a) ¬P ∨ Q.
(b) (S ∨ G) ∧ (¬S ∧ ¬G).

2. Составьте таблицы истинности для следующих формул:
(а) ¬[P ∧ (Q ∨ ¬P)].
(b) (P ∨ Q) ∧ (¬P ∨ R).

3. В этом упражнении мы будем использовать символ + для обозначения 
исключающего или. Другими словами, P + Q означает «P или Q, но не оба».
(а) Составьте таблицу истинности для P + Q.
(b) Используя только связки ∧, ∨ и ¬, найдите формулу, эквивалентную  

P + Q. Обоснуйте свой ответ таблицей истинности.

4. Используя только связки ∧ и ¬, найдите формулу, эквивалентную P ∨ Q. 
Подкрепите свой ответ таблицей истинности.

*5. Некоторые математики используют для обозначения операции НЕ-ИЛИ 
символ ↓. Другими словами, P ↓ Q означает «ни P, ни Q».
(а) Составьте таблицу истинности для P ↓ Q.
(b) Используя только связки ∧, ∨ и ¬, найдите формулу, эквивалентную  

P ↓ Q.
(c) Используя только связку ↓, найдите формулы, эквивалентные ¬P,  

P ∨ Q и P ∧ Q.

6. Некоторые математики используют запись P | Q, означающую, что «P и Q 
не являются оба истинными». (Эта связка называется И-НЕ и использу-
ется при описании схем в информатике.)
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(a) Составьте таблицу истинности для P | Q.
(b) Используя только связки ∧, ∨ и  ¬, найдите формулу, эквивалентную  

P | Q.
(c) Используя только связку |, найдите формулы, эквивалентные ¬P,  

P ∨ Q и P ∧ Q.

*7. Используйте таблицы истинности, чтобы определить, истинны ли рас-
суждения из упражнения 9 раздела 1.1.

8. Используйте таблицы истинности, чтобы определить, какие из следую-
щих формул эквивалентны друг другу:
(a) (P ∧ Q) ∨ (¬P ∧ ¬Q).
(b) ¬P ∨ Q.
(c) (P ∨ ¬Q) ∧ (Q ∨ ¬P).
(d) ¬(P ∨ Q).
(e) (Q ∧ P) ∨ ¬P.

*9. Используйте таблицы истинности, чтобы определить, какие из этих ут-
верждений являются тавтологиями, какие – контрадикциями, а какие – 
ни тем, ни другим:
(а) (P ∨ Q) ∧ (¬P ∨ ¬Q).
(b) (P ∨ Q) ∧ (¬P ∧ ¬Q).
(c) (P ∨ Q) ∨ (¬P ∨ ¬Q).
(d) [P ∧ (Q ∨ ¬R)] ∨ (¬P ∨ R).

10. Используйте таблицы истинности, чтобы проверить эти законы:
(а) Второй закон Де Моргана. (Первый проверен в тексте выше.)
(b) Распределительные законы.

*11. Используйте законы, указанные выше, чтобы найти более простые фор-
мулы, эквивалентные этим формулам (см. примеры 1.2.5 и 1.2.7).
(а) ¬(¬P ∧ ¬Q).
(b) (P ∧ Q) ∨ (P ∧ ¬Q).
(c) ¬(P ∧ ¬Q) ∨ (¬P ∧ Q).

12. Используйте законы, изложенные в тексте, чтобы найти более простые 
формулы, эквивалентные этим формулам (cм. примеры 1.2.5 и 1.2.7).
(а) ¬(¬P ∨ Q) ∨ (P ∧ ¬R).
(b) ¬(¬P ∧ Q) ∨ (P ∧ ¬R).
(c) (P ∧ R) ∨ [¬R ∧ (P ∨ Q)].

13. Используйте первый закон Де Моргана и  закон двойного отрицания, 
чтобы вывести второй закон Де Моргана.

*14. Обратите внимание, что ассоциативные законы говорят только о том, что 
скобки не нужны при объединении трех утверждений с ∧ или ∨. Факти-
чески эти законы могут использоваться для оправдания отказа от скобок, 
когда объединено более трех утверждений. Используйте ассоциативные 
законы, чтобы показать, что [P ∧ (Q ∧ R)] ∧ S эквивалентно (P ∧ Q) ∧ (R ∧ S).

15. Сколько строк будет в таблице истинности для утверждения, содержаще-
го n букв?
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*16. Найдите формулу, включающую связки ∧, ∨ и ¬, которой соответствует 
следующая таблица истинности:

P Q ???
F F T
F T F
T F T
T T T

17. Найдите формулу, включающую связки ∧, ∨ и ¬, которой соответствует 
следующая таблица истинности:

P Q ???
F F F
F T T
T F T
T T F

18. Предположим, что вывод рассуждения является тавтологией. Что вы мо-
жете сказать о  справедливости рассуждения? Что делать, если вывод 
является контрадикцией? Что, если одна из предпосылок – тавтология 
или контрадикция?

1.3. Переменные и множества

В математических рассуждениях часто необходимо делать утверждения об 
объектах, представленных буквами, которые называют переменными. Напри-
мер, если переменная x используется для обозначения числа в  некоторой 
задаче, нас может заинтересовать утверждение «x – простое число». Хотя 
иногда мы будем использовать одну букву, например P, для обозначения 
этого утверждения, в других случаях мы немного изменим это обозначение 
и напишем P(x), чтобы подчеркнуть, что это утверждение относится именно 
к  x. Последнее обозначение позволяет говорить о  присвоении значения x 
в утверждении. Например, P(7) будет представлять утверждение «7 – простое 
число», а P(a + b) будет означать «a + b – простое число». Если утверждение 
содержит более одной переменной, наша сокращенная запись утверждения 
будет включать список всех задействованных переменных. Например, мы 
могли бы представить утверждение «p делится на q» в виде D(p, q). В этом 
случае D(12, 4) будет означать «12 делится на 4».

Хотя вы, вероятно, привыкли, что переменные чаще всего используются 
для обозначения чисел, они могут обозначать что угодно. Например, мы 
вполне можем позволить нотации M(x) обозначать утверждение «x – мужчи-
на», а W(x) – «x – женщина». В этом случае мы используем переменную x для 
обозначения человека. Утверждение может даже содержать несколько пере-
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менных, которые обозначают разные типы объектов. Например, в утверж-
дении «x имеет y детей» переменная x обозначает человека, а y обозначает 
число.

Утверждения, включающие переменные, можно комбинировать с  по-
мощью связок, как и утверждения без переменных.

Пример 1.3.1. Запишите логические формы следующих утверждений:
1. x – простое число, и либо y, либо z делится на x.
2. x – мужчина, y – женщина, x любит y, но y не любит x.

Решения
1.  Обозначим как P утверждение «x – простое число», через D – «y делится 

на x» и E для «z делится на x». Тогда ответ будет представлен формулой  
P ∧ (D ∨ E). Но эта формула, хотя и не является неправильной, не по-
могает уловить взаимосвязь между утверждениями D и E. Мы поступим 
иначе, и  через P(x) обозначим посылку «x – простое число», а  через 
D(y, x) – «y делится на x». Тогда D(z, x) будет означать «z делится на x», 
поэтому полная запись будет иметь вид P(x) ∧ (D(y, x) ∨ D(z, x)).

2.  Пусть M(x) означает «x  – мужчина», W(y) означает «y  – женщина» 
и  L(x,  y) – «x любит y». Тогда L(y, x) будет означать «y любит x». (Об-
ратите внимание, что порядок переменных после L имеет значение!) 
Тогда искомое утверждение будет представлено формулой M(x) ∧ W(y) ∧ 
L(x, y) ∧ ¬L(y, x).

В предыдущем разделе мы рассмотрели присвоение значений истинности 
утверждениям. Это не вызывает проблем, если утверждения не содержат 
переменных, поскольку такие утверждения либо истинны, либо ложны. Но 
если утверждение содержит переменные, мы больше не можем описать это 
утверждение как просто истинное или ложное. Его значение истинности 
может зависеть от значений задействованных переменных. Например, если 
P(x) означает утверждение «x – простое число», тогда P(x) будет истинным, 
если x = 23, и ложным, если x = 22. Чтобы справиться с этим осложнением, мы 
определим множество истинности (truth set) для утверждений, содержащих 
переменные. Однако перед тем, как дать это определение, было бы полезно 
рассмотреть некоторые основные определения из теории множеств.

Множество – это набор объектов. Объекты набора называются элементами 
множества. Самый простой способ определить конкретное множество – пе-
речислить его элементы в фигурных скобках. Например, {3, 7, 14} – это мно-
жество, элементами которого являются три числа: 3, 7 и 14. Чтобы показать, 
что элемент входит в  множество, используют символ ∈. Например, пусть 
A обозначает множество {3, 7, 14}, тогда мы можем написать 7 ∈ A, чтобы 
показать, что 7 является элементом A. Чтобы показать, что 11 не является 
элементом A, пишут 11 ∉ А.

Множество полностью определено, если определены все его элементы. 
Следовательно, два множества с  одинаковыми элементами всегда равны. 
Кроме того, когда множество определено путем перечисления элементов, 
то имеют значение только элементы в списке, а не порядок, в котором они 
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перечислены. Элемент может даже появляться в списке более одного раза. 
Таким образом, {3, 7, 14}, {14, 3, 7} и {3, 7, 14, 7} – три разных определения для 
одного и того же множества.

Разумеется, неудобно определять множество, содержащее очень большое 
количество элементов, путем прямого их перечисления, и невозможно дать 
такое определение для множества, содержащего бесконечно много элемен-
тов. Часто эту проблему можно решить, перечислив несколько элементов 
с  многоточием (...) после них, если ясно, как следует продолжить список. 
Например, предположим, что мы определяем множество B, заявляя, что B = 
{2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ...}. Как только вы узнаете, что элементы, перечисленные 
в определении B, являются простыми числами, вам станет ясно, что, напри-
мер, 23 ∈ B, даже несмотря на то, что этот элемент не указан в списке. Но этот 
метод требует понимания шаблона, заложенного в определении B, и вводит 
в  наши обозначения двусмысленность и  субъективность, которых следует 
избегать в математической записи. Поэтому обычно лучше определять такое 
множество, строго описывая принцип, определяющий элементы множества.

В нашем случае мы можем строго определить B следующим образом:

B = {x | x – простое число}.

Это читается как «B равно множеству всех x, таких, что x является простым 
числом», и это означает, что элементы B являются значениями x, которые 
делают утверждение «x – простое число» истинным. Вы должны думать об 
утверждении «x – простое число» как о проверке на принадлежность к мно-
жеству. Любое значение x, которое делает это утверждение истинным, про-
ходит проверку и является элементом множества. Все остальные значения 
не проходят проверку и не являются элементами объявленного множества. 
Конечно, в данном случае значения x, которые делают утверждение истин-
ным, являются в точности простыми числами, поэтому такое определение 
говорит, что B – это множество, элементы которого являются простыми чис-
лами, как мы и говорили раньше.

Пример 1.3.2. Перепишите эти определения множеств, используя проверку 
принадлежности:

1. E = {2, 4, 6, 8, ...}.
2.  P = {Джордж Вашингтон, Джон Адамс, Томас Джефферсон, Джеймс 

Мэдисон, ...}.

Решения
Хотя могут быть и другие способы продолжить эти списки элементов, веро-
ятно, наиболее естественными из них являются следующие определения:

1. E = {n | n – четное положительное число}.
2. P = {z | z был президентом США}.

Если множество было определено с использованием проверки на принад-
лежность, то эту проверку можно использовать для выяснения того, явля-
ется ли что-либо элементом множества. Например, рассмотрим множество 
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{x | x2 < 9}. Если мы хотим знать, является ли 5 элементом этого множества, 
мы просто применяем проверку на принадлежность в определении множе-
ства – другими словами, мы проверяем, действительно ли 52 < 9. Поскольку 
52 = 25 > 9, это число не проходит проверку, следовательно, 5 ∉ {x | x2 < 9}. 
С другой стороны, (–2)2 = 4 < 9, поэтому –2 ∈ {x | x2 < 9}. Те же самые рас-
суждения применимы к любому другому числу. Для любого числа y, чтобы 
узнать, действительно ли y ∈ {x | x2 < 9}, мы просто проверяем, выполняется 
ли условие y2 < 9. Фактически запись y ∈ {x | x2 < 9} – это просто окольный 
способ сказать, что y2 < 9.

Обратите внимание, что поскольку утверждение y ∈ {x | x2 < 9} означает 
то же самое, что и y2 < 9, это утверждение про y, но не про x! Чтобы опреде-
лить, действительно ли y ∈ {x | x2 < 9}, вам нужно знать значение y (чтобы вы 
могли сравнить его квадрат с 9), но не то, что такое x. Мы говорим, что в дан-
ном утверждении y – свободная переменная, а x – связанная (или фиктивная) 
переменная. Свободные переменные в  утверждении обозначают объекты, 
о которых это утверждение что-то говорит. Присвоение различных значений 
свободной переменной влияет на смысл утверждения и может изменить его 
значение истинности. Тот факт, что вы можете подставлять разные значения 
для свободной переменной, означает, что она может иметь произвольные 
значения. С  другой стороны, связанные переменные – это просто буквы, 
которые используются для удобства, чтобы выразить идею, и не должны рас-
сматриваться как обозначение какого-либо конкретного объекта. Связанная 
переменная всегда может быть заменена новой переменной без изменения 
смысла утверждения, и часто утверждение можно перефразировать так, что-
бы связанные переменные были полностью удалены. Например, утвержде-
ния y ∈ {x | x2 < 9} и y ∈ {w | w2 < 9} означают одно и то же, потому что оба они 
означают: «y – элемент множества всех чисел, квадраты которых меньше 9». 
В этом последнем утверждении (в разговорной форме) все связанные пере-
менные были исключены, и единственная переменная, которая там фигури-
рует, – это свободная переменная y.

Обратите внимание, что x является связанной переменной в записи y ∈  
{x | x2 < 9}, даже если это свободная переменная в записи x2 < 9. Эта послед-
няя запись является утверждением про x, которое будет истинным для одних 
значений x и  ложным для других. Только когда это утверждение исполь-
зуется в нотации проверки на принадлежность к множеству, x становится 
связанной переменной. Можно сказать, что обозначение {x | ...} связывает 
переменную x.

Все, что мы сказали о множестве {x | x2 < 9}, будет применяться к любо-
му множеству, определенному проверкой на принадлежность элементов. 
В общем случае утверждение y ∈ {x | P(x)} означает то же самое, что и P(y), 
которое является утверждением относительно y, но не x. Точно так же y ∉  
{x | P(x)} означает то же самое, что и ¬P(y). Конечно, выражение {x | P(x)} во-
все не является утверждением; это упоминание множества. По мере того как 
вы изучаете все больше математических обозначений, становится все более 
важным быть внимательным, чтобы различать выражения, которые явля-
ются математическими утверждениями, и  выражения, которые являются 
упоминаниями математических объектов.
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Пример 1.3.3. Что означают эти утверждения? Какие свободные переменные 
содержатся в каждом утверждении?

1. a + b ∉ {x | x четное число}.
2. y ∈ {x | x делится на w}.
3. 2 ∈ {w | 6 ∉ {x | x делится на w}}.

Решения
1.  Эта запись говорит, что a + b не является элементом множества всех 

четных чисел, или, другими словами, a + b не является четным чис-
лом. И a, и b – свободные переменные, но x – связанная переменная. 
Утверждение будет истинным для одних значений a и b и ложным для 
других.

2.  Эта запись говорит, что y делится на w. И  y, и  w – свободные пере-
менные, но x – связанная переменная. Утверждение верно для одних 
значений y и w и ложно для других.

3.  Эта запись выглядит довольно сложно, но если мы будем двигаться по 
шагам, то сможем ее расшифровать. Во-первых, обратите внимание, 
что утверждение 6 ∉ {x | x делится на w}, которое присутствует внутри 
данной записи, означает то же самое, что и «6 не делится на w». Под-
ставляя эквивалентную форму в  исходную запись, мы находим, что 
исходное утверждение эквивалентно более простому утверждению  
2 ∈ {w | 6 не делится на w}. Но это просто означает то же самое, что  
и «6 не делится на 2». Таким образом, в исходной записи нет свободных 
переменных, и обе переменные, x и w, – связанные. Поскольку свобод-
ных переменных нет, истинное значение утверждения не зависит от 
значений каких-либо переменных. Фактически, поскольку 6 делится 
на 2, утверждение ложно.

Возможно, вы уже догадались, как мы можем использовать теорию мно-
жеств, чтобы лучше понять значения истинности утверждений, содержащих 
свободные переменные. Как мы видели, утверждение, скажем, P(x), содер-
жащее свободную переменную x, может быть истинным для одних значений 
x и  ложным для других. Чтобы отличить значения x, которые делают P(x) 
истинным, от тех, которые делают его ложным, мы можем сформировать 
множество значений x, для которых P(x) истинно. Мы будем называть его 
множеством истинности P(x).

Определение 1.3.4. Множество истинности утверждения P(x) – это множество 
всех значений x, которые делают утверждение P(x) истинным. Другими сло-
вами, это множество, определенное с помощью утверждения P(x) в качестве 
критерия принадлежности: {x | P(x)}.

Обратите внимание, что мы определили множества истинности только для 
утверждений, содержащих одну свободную переменную. В главе 4 мы обсу-
дим множества истинности для утверждений с более чем одной свободной 
переменной.
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Пример 1.3.5. Каковы множества истинности следующих утверждений?
1. Шекспир написал x.
2. n – четное простое число.

Решения
1. {x | Шекспир написал x} = {Гамлет, Макбет, Двенадцатая ночь, ...}.
2.  n | n четное простое число}. Поскольку единственное четное простое 

число – это 2, множество состоит из одного элемента {2}. Обратите вни-
мание, что 2 и {2} – это не одно и то же! В первом случае это число, а во 
втором – это множество, единственным элементом которого является 
число. Таким образом, 2 ∈ {2}, но 2 ≠ {2}.

Предположим, что A – это множество истинности утверждения P(x). Со-
гласно определению множества истинности, это означает, что A = {x | P(x)}. 
Мы уже видели, что для любого объекта y утверждение y ∈ {x | P(x)} означает 
то же самое, что и P(y). Следовательно, y ∈ A означает то же, что и P(y). Таким 
образом, в общем случае, если A является множеством истинности P(x), то 
утверждение y ∈ A означает то же самое, что и P(y).

Когда утверждение содержит свободные переменные, из контекста часто 
ясно, что эти переменные обозначают объекты определенного типа. Множе-
ство всех объектов такого типа – другими словами, множество всех возмож-
ных значений переменных – называется универсумом обсуждения (universe 
of discourse, универсум дискурса, область рассуждений, предметная область) 
для этого утверждения, и  мы говорим, что переменные пробегают (range 
over) этот универсум. Например, в большинстве случаев универсум для ут-
верждения x2 < 9 будет представлять собой множество всех действительных 
чисел; универсумом для утверждения «x – человек» служит множество всех 
людей.

Некоторые универсумы встречаются в математике чаще других, и для них 
удобно иметь постоянные названия. Вот несколько самых важных универ-
сумов:

ℝ = {x | x действительное число}. 
ℚ = {x | x рациональное число}.

(Напомним, что действительное число – это любое число числового ряда, 
а рациональное число – это число, которое может быть записано как дробь 
p/q, где p и q – целые числа.)

ℤ = {x | x целое число} = {..., –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, ...}. 
ℕ = {x | x натуральное число} = {0, 1, 2, 3, ...}.

(В некоторых книгах 0 является натуральным числом, а  в  некоторых нет. 
В этой книге мы считаем 0 натуральным числом.)

За символом ℝ, ℚ и  ℤ может следовать верхний индекс + или –, чтобы 
указать, что в множество должны быть включены только положительные или 
отрицательные числа. Например, ℝ+ = {x | x положительное действительное 
число}, а ℤ– = {x | x отрицательное целое число}.
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Хотя универсум обсуждения обычно можно определить из контекста, ино-
гда полезно идентифицировать его явно. Рассмотрим утверждение P(x) со 
свободной переменной x, которая пробегает универсум U. Хотя мы записали 
множество истинности P(x) как {x | P(x)}, если бы существовала какая-либо 
возможность неоднозначности в  идентификации дискурса, мы могли бы 
указать его явно, написав {x ∈ U | P(x)}; эта запись читается как «множество 
всех x в U таких, что P(x)». Это обозначение указывает, что только элементы U 
должны рассматриваться как кандидаты на вхождение в множество истинно-
сти, а среди элементов U только прошедшие проверку соответствия P(x) фак-
тически войдут в это множество. Например, снова рассмотрим утверждение 
x2 < 9. Если бы универсум для этого утверждения был множеством всех дей-
ствительных чисел, то его множество истинности имело бы вид {x ∈ ℝ | x2 < 9},  
или, другими словами, множество всех действительных чисел от –3 до 3. Но 
если бы универсум был множеством всех целых чисел, то множество истин-
ности имело бы вид {x ∈ ℤ | x2 < 9} = {–2, –1, 0, 1, 2}. Так, например, 1,58 ∈  
{x ∈ ℝ | x2 < 9}, но 1,58 ∉ {x ∈ ℤ | x2 < 9}. Очевидно, что выбор универсума может 
иметь значение!

Иногда эта явная нотация используется не для определения универсума, 
а для ограничения области внимания только частью универсума. Например, 
в случае утверждения x2 < 9 мы можем рассматривать универсум как множе-
ство всех действительных чисел, но в ходе некоторых рассуждений, связан-
ных с этим утверждением, мы можем решить временно ограничить наше 
внимание только положительными действительными числами. Тогда нас за-
интересует множество {x ∈ ℝ+ | x2 < 9}. Как и раньше, эта нотация указывает, 
что только положительные действительные числа будут рассматриваться как 
кандидаты в элементы этого множества, а среди них только те, чей квад рат 
меньше 9, войдут в множество. Таким образом, чтобы число стало элементом 
этого множества, оно должно пройти две проверки: оно должно быть поло-
жительным действительным числом, а его квадрат должен быть меньше 9. 
Другими словами, утверждение y ∈ {x ∈ ℝ+ | x2 < 9} означает то же самое, что  
y ∈ ℝ+ ∧ y2 < 9. В общем случае y ∈ {x ∈ A | P(x)} означает то же, что и y ∈ A 
∧ P(y).

Как только появляется новая математическая концепция, математики 
обычно стараются исследовать все возможные ее крайности. Например, 
когда мы говорили о таблицах истинности, то рассматривали крайние ут-
верждения, таблицы истинности которых содержали только Т (тавтологии) 
или только F (противоречия). Для концепции множества истинности утверж-
дения, содержащего свободную переменную, соответствующими крайно-
стями будут множества истинности утверждений, которые всегда истинны 
или всегда ложны. Предположим, что P(x) – это утверждение, содержащее 
свободную переменную x, которая пробегает по универсуму U. Очевидно, 
что если P(x) будет истинным для каждого значения x в U, то множество ис-
тинности P(x) вберет в себя весь U. Например, поскольку утверждение x2 ³ 0 
истинно для любого действительного числа x, множество истинности этого 
утверждения имеет вид {x ∈ ℝ | x2 ³ 0} = ℝ. Конечно, здесь не обошлось без 
тавтологии. Например, поскольку P ∨ ¬P является тавтологией, утверждение 
P(x) ∨ ¬P(x) будет истинным для каждого x ∈ U, независимо от того, что обо-
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значает утверждение P(x) или каков универсум U, и, следовательно, множе-
ством истинности утверждения P(x) ∨ ¬P(x) будет U.

Для утверждения P(x), которое является ложным для каждого возмож-
ного значения x, ничто в  универсуме не может пройти проверку на при-
надлежность к множеству истинности P(x), и поэтому оно не должно иметь 
элементов. Идея множества без элементов может показаться странной, но 
она возникает естественным образом, когда мы рассматриваем множества 
истинности для утверждений, которые всегда ложны. Поскольку множество 
полностью определено после определения его элементов, существует только 
одно множество, не имеющее элементов. Оно называется пустым или нуле-
вым множеством и часто обозначается символом ⌀. Например, {x ∈ ℤ | x = x}  
= ⌀. Поскольку пустое множество не имеет элементов, утверждение x ∈ ⌀ 
является примером утверждения, которое всегда ложно, независимо от x.

Еще одно распространенное обозначение пустого множества основано на 
том факте, что любое множество можно объявить, перечислив его элементы 
в фигурных скобках. Поскольку пустое множество не имеет элементов, мы 
ничего не пишем между фигурными скобками, например ⌀ = {}. Обрати-
те внимание, что {⌀} – неправильная запись для пустого множества. Как 
мы видели ранее, 2 и {2} не одно и то же, а ⌀ – это не то же самое, что {⌀}. 
В первом случае это множество без элементов, а во втором это множество 
с одним элементом, и этот один элемент представляет собой ⌀, то есть пу-
стое множество.

Упражнения
*1. Запишите логические формы следующих утверждений:

(а) 3 является общим делителем 6, 9 и 15. (Примечание: вы сделали это 
в упражнении 2 раздела 1.1, но теперь вы сможете дать более точный 
ответ.)

(b) x делится как на 2, так и на 3, но не на 4.
(c) x и y – натуральные числа, и ровно одно из них простое.

2. Запишите логические формы следующих утверждений:
(a) x и y – мужчины, и либо x выше y, либо y выше x.
(b) Либо x, либо y имеет карие глаза, и либо x, либо y имеет рыжие во-

лосы.
(c) Либо x, либо y имеет карие глаза и рыжие волосы.

*3. Напишите определения множеств, используя проверки принадлежности 
для следующих множеств:
(а) {Меркурий, Венера, Земля, Марс, Юпитер, Сатурн, Уран, Нептун}.
(b) {Браун, Колумбия, Корнелл, Дартмут, Гарвард, Принстон, Пенсиль-

ванский университет, Йель}1.
(c) {Алабама, Аляска, Аризона, …, Висконсин, Вайоминг}2.

1 Университеты Лиги плюща. – Прим. перев.
2 Названия штатов в составе США. – Прим. перев.
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(d) {Альберта, Британская Колумбия, Манитоба, Нью-Брансуик, Ньюфа-
ундленд и Лабрадор, Северо-Западные территории, Новая Шотлан-
дия, Нунавут, Онтарио, Остров Принца Эдуарда, Квебек, Саскачеван, 
Юкон}1.

4. Напишите определения, используя проверки принадлежности для сле-
дующих множеств:
(а) {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, ...}.
(b) {1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, ...}.
(c) {10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19}.

*5. Упростите следующие утверждения. Какие переменные свободны, а ка-
кие связаны? Если в утверждении нет свободных переменных, скажите, 
истинно оно или ложно.
(a) –3 ∈ {x ∈ ℝ | 13 – 2x > 1}.
(b) 4 ∈ {x ∈ ℝ– | 13 – 2x > 1}.
(c) 4 ∉ {x ∈ ℝ | 13 – 2x > c}.

6. Упростите следующие утверждения. Какие переменные свободны, а ка-
кие связаны? Если в утверждении нет свободных переменных, скажите, 
истинно оно или ложно.
(a) w ∈ {x ∈ ℝ | 13 – 2x > c}.
(b) 4 ∈ {x ∈ ℝ | 13 – 2x ∈ {y | y простое число}}. (Это утверждение можно 

сделать проще для чтения, если принять P = {y | y простое число}; 
используя это обозначение, можно переписать утверждение как  
4 ∈ {x ∈ ℝ | 13 – 2x ∈ P}.)

(c) 4 ∈ {x ∈ {y | y простое число} | 13 – 2x > 1}. (Используя те же обозна-
чения, что и в части (b), мы могли бы записать это как 4 ∈ {x ∈ P |  
13 – 2x > 1}.)

7. Перечислите элементы следующих множеств:
(a) {x ∈ ℝ | 2x2 + x – 1 = 0}.
(b) {x ∈ ℝ+ | 2x2 + x – 1 = 0}.
(c) {x ∈ ℤ | 2x2 + x – 1 = 0}.
(d) {x ∈ ℕ | 2x2 + x – 1 = 0}.

*8. Каковы множества истинности следующих утверждений? Если можете, 
перечислите несколько элементов каждого множества истинности.
(а) Элизабет Тейлор когда-то была замужем за x.
(b) x – логическая связка, изучаемая в разделе 1.1.
(c) x является автором этой книги.

9. Каковы множества истинности следующих утверждений? Если можете, 
перечислите несколько элементов каждого множества истинности.
(a) x – действительное число, и x2 – 4x + 3 = 0.
(b) x – действительное число, и x2 – 2x + 3 = 0.
(c) x – действительное число, и 5 ∈ {y ∈ ℝ | x2 + y2 < 50}.

1 Провинции и территории Канады. – Прим. перев.
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