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�� � ���� ��� ��� � ���� 	� ���� ����
���� 
�
 ��1�
�
������������� 5 ���� ������� ���������� ���!����� ����
�������" ��
�6����"
����� ��
��� � ������ ��������� �!� 
�6�������

4������
���� ��	
�� � ����� 6�
�
�� 	����� �� ����
�!��� ��� ����
����
��
��
��
� 	
��������#� ����� ����
����� ����	 � ��
��� ����� 
�
 �������
	��"����� 
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����� 	
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����
������ ������� F� 	����
������ ��
������� ��!���� 	
��0�	��� ����	���
������ ��
�
��
��� �����" � 	
�����
��� �� ����#0��� 
�������" ������� ��
��
��
�� 	
���� �������# ����� �����
	
����������� �����!����� �������������� %����
���� ������	��&� 
�
 ����� �� ��
���� ��
�� � 	�������� �������� �� ����
������� G�������� ���" ������" �������
	������� ��� � ������������ ���	��� �������� ���� 	��"������ 
���
�� 	������
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���� ��� 
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���" 	
������ ��������" � ���
	����������� 
��	�#��
���

F����� ��
��
��
� ���!�� ����
���	��� ���#��
�0��� ������" 
��0�	0��
�	��
�� �����
����� �� �� �0��
� 
������� ����
������ ���� � ���# ���
���� 	�����
���� 
������ ������ ����
 �
���� 
������� ��� 
����0����" �������� d��������
���#��� �
�������� 
 ��������
�� ������ � ���� ����� ������ 	����������" �	��
����� �0��
� �
�
���� 
����� ����
����� � ������� 
�6���� ���!��" 
�
�

����
��" ������6����� H �
���� ���
���� ����!���� 	���
���� ��
� ��� ��������� ��
���#��� ��
�� �
��������� ����� ������������� 	
�	��
��� ��
���
��

Ǳ
�!�� ��� ��������� ����6�� ����"����� ����� ���
� ���
����
����� ������
� ������ �����������#��# ��
��������#� Ǳ���� ���� �	�
������� N ���������

R�, R�, . . . , RN .

b������ �" ���
���
� � ��# ����
�	����� N ��	���� ������� ������� >�!���
��	��� Rj ����� ����� Kj � 
���
�� � �	
������ 	
�0����� ��
��
��
�� Ǳ�����

�#��� ��	��� ��!�� ����
!��� ��	����������# %��	������#��# ����
��0�#&�

���
�� �� ������ �� ��
��
��
�� �� ������ �������� � ���� ��	����

G���6���� 	�
��
� %<& �� ���!����� 
�#��� �������� ��
�� ��
����� �����
��� �#��" �
�" �������� 
�#��� a� b� c ��	�������� �����#��� ��������

,/ �	
�������� ���� � ����
� ���� �� ������6���� a < b� a e b� b < a '��
��
�
�"������/J

,,/ ���� a < b � b < c� �� a < c '��
�� �
������������/�

B�� ��� �������� �	
�����#� �����������
�� 	������ �
	��	��� ���������	
��
����������� ��
!� �����
�		 � ���������	
��� f#��� ���!����� � ����6�����
%<&� ���������
�#��� ����� ���� ���������� 	�������� ��
��
��
� ����6�������
�������� �	������" � ���� ������ "��� ��
���
�� �� ������� ������� ����
� ���
�������" � ��
�����" 
�#��� � ����	
������ ����6����� 	�
��
��

g����� ��
��
��
� C ����� ��
�# 	�
�������
� ��	���� p'A/ p'8/ . . . p'N/ �
����
���� {A, 8, . . . , N}� 	���� 
���
�� 
�#�� 
��	���!����� �� � 	�
��
� ������
������

Kp��� ≤ Kp��� ≤ · · · ≤ Kp�N�. 'A/

H�
��
��
� ���������� ������
���� ���� ��� ���������
��� ��
��� ��	���������
���� ������#� ��� ��	��� � �����
����� 
�#���� ����#��� � 	
�!��� 	�
��
��
�� ��� �
����� ��������

p'i/ < p'j/ ��� �#��" Kp�i� e Kp�j� � i < j. '8/

5 ����" ������" 	
������ �������
� 	�
������� ��	��� � 	����� ��
� ����� �"

�#�� ���� �	�
�������J � �
���" ������" ���������� ������� ��	�����������#
�����0�� 
���
�� ��
���
�� ��
���� �	������� 	�
�������
� � ����	������� �����	

 ��	���� � ������������ � 	�
��
�� �" 
�#����

b�
���
�� ������ ��
��
��
� 	
��	�����#� ������������� ������� %∞& �
%−∞& ��� ����� �� ��"� 5������� %∞& ��������� ����6�� � �������� %−∞& ����6�
�#���� 
�#���

−∞ < Kj < ∞ ��� A ≤ j ≤ N. 'K/
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������� �
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�
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�
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�#�� 
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����
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�#��� ���������#���� 
�
 �������� 	
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����� N J
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�
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� N ������ �������� ��
����������/
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���� ���
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�#�� ����#��� ���������� ����������
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���
�� ��	
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 �� ������ ��!�� ��
��
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��!�� ���� ��	������ � �
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�Ǳ�������	 
��
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�� ���� � ������	
� �	� �
 
������ 	����	���� � 	���
�	�����	� ��	
��
	 �����	
���

���	
 �
�
�	������ p��� p��� . . . p�N�� 
��� ���	������ ��	�������

�� ��� � Ǳ��	� ��� �! 
����� Rj �
��	���"� #���� ��

	 �
� ��$��% &'���(�� ��$�)
Kj � &����� ��$�) kj � ����
� �'� ����
�	�� ��$�
� ���
��� ����! ��
��� *�" � �����
�'����� �����'�� ��
�	� ������������������ ������� �� ����
�	�
 ��� ��$�
� �K, k�%

�Ki, ki� < �Kj , kj�, 
��� Ki < Kj ��� Ki + Kj � ki < kj .

,���� ������	������� -	�	 #��� ������� �� '���(�� ��$���� ������� n "���� 
�.
���
� � � ��������� '���(��� ��$���� � ��� �� "����
%

Kp��� + � � � + Kp�i�� < Kp�i���� + � � � + Kp�i�� < � � � < Kp�in−���� + � � � + Kp�in�,

" 
 in + N� /�	
� ��� ������	������� ��� �$ �
 n "���� Rp�ij−����, . . . , Rp�ij� �� ��'.
�	�
���� ����� ��$����

0��� �
!� 	�	 �
 ���� ��� #��� � ������� ������	������ 
"� �� ����� ��$���� �

�	
� �������(���! #��� ������	������ �� '���(�� ��$����

1
!� 	�	 �
 ���� ��� #���� 2��� ������	������ 
"� � �� ��
 � �
�����"��#��
����
���! �
� ����
�!�� ������ ��$�
� �Kj , kj��
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� 	���� � �� � 	� �
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�� ���� � Ǳ��	� �� ����
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� �� ��� � 8��	���	
�� ������
� #��	��
��� �
 ��
 �$	 �
�	�� �
�����"��#��
����� ��.
�! ��� 	�� ��� ��������
 � �	�����
 '���� � ��� �
�
�
��$	�!� 1 ���	���	�� ������
�.

	�! 	���� ���! ��%

9 < :;99 < :: < ::: < :9<=>? < 99= < � � � < @@@ < AAA.

Ǳ�!���	
� ��� �
���
���	� �� �'��� ��������� ���! �� ���	�������

� �� ���� � B�
��'�	��	
  ������� ��  �! ��
� �
�	��C�	
����� C
��� ���
�� 	����� �	��

��� n 
��� ������� � �� 
 �	���� ρ�n�� 	� m < n 	�" � � 	����� 	�" �� ��" � ρ�m� �
��(

� �
�����"��#��
���� �����
� �
� ρ�n�� 0��

 	�"�� ρ�m� �
  ����� '�	� ��
#�����
ρ�n�  �! �$'�"� m �+ n� Ǳ� ��
������	�  ���� ρ�n�  ����� '�	� �� �����
� �
�
 DE n F
O�DGE DGE n�  �! ��
� '���(�� n� �*���� �����' �� �������! ��
�� � �'
�� 
��� ����� �	�!
���	�����	� 	
��	� ���	�!6�� �
 ���
� � ����� ��� 
��� �
��	
���� �	�'��
�	�  �������
'���(�
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 ����
 ���	
�����	� ��  ������
 �� ���

�� ��� � Ǳ��"������	� �� ��� 0� 8� ����� ��	�
'������� ��!���	�� ���� �	�! �� � !�
��

� ������ '���(

 ����� �
 !�
��� �� �
��(

 ��� �
 �����
 
��� H� ������� � ���"����

&��� �I �	� �)� � ��	�� ����
���� ����� �

���	�	 ��������! � �
"��	�
 �% ������	
��.
���� �	��C�	
����� ��� ����� 2���$ �
��

��$ �(�'�� ��  ����	�� � ���  ���
� '��
���	���	�3

�� ��� � 5���(�	
 �� ���"�����  �! �����$	
�� ���  �! �����
��! ��$�
� � ��
���
�.
��� 	�����	�$� ���� ! �
 ��
 �$6�� ��������

1�
��% 
�� �
�����

8��	�!��
 ��� ��� 
% JK� + nI �
�������� F k� + ak � �
�������� F k� + bk

 �! � � k � nI ����"�
	�!� �	� n � ��

8��	�!��
 ��� ���� 
% LK + �������� 
��� �an, . . . , a�� > �bn, . . . , b��I
LK + ��	��� 
��� �an, . . . , a�� + �bn, . . . , b��I
LK + ����� 
��� �an, . . . , a�� < �bn, . . . , b��I
JM � JK�� ��
������ �
�
�������

/ 
�� �	��(
��
 �an, . . . , a�� < �bn, . . . , b�� �'�
����
	 �
�����"��#��
���
 ����! ��
��

��
�� �������� 	� 
� ��6
�	��
	 �� 
�� j� 	����� �	� ak + bk  �! n � k > j� �� aj < bj �

� 	� ��� � 1 !�
���� � � � �� 
���	�! ���	�
	�	�
��� ����� � � b� Ǳ�����	
� �	� �����
������	� ���"�����  �! ���� ��	���! ������!�� '� NO?�a, b� � 
��������� �

���	�	 �
!�
��� �� �
 ����
�!�� ����� ��� �
�
�� �� �Ǳ�����	��������� Ǳ�������� ���#�
	��
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��
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 ��"�� ��
�����	� �� ��� ����� 
���
��!� � � b��


� ���� � 2����� �
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 ���	������ � ���! �
 �
�'�����! n �

�.
������� ������
��� �����
 
�
���� �� �	�

�
 �P� �� ��������� �
����� r.
 �	 ������
����� ����
	�! � x3

�Ǳ�������	 
��
�� ��

1 ��� �� �
 -	�� ������
��� ���	���
�� 
� ���� � ��	���� ���
	 �	�����	��! ���"���.
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 ����	
 ����(

 �
(
��
 
� ���� ����������� �	� 
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��	��
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 �������� ��#����C������ ���	��
� �	 ��"���
�C�� � 	��� �������
 
�
" ��� �����	��� ��
������ ��C��� � �������� ����"����  
�����C�� ����	��
�� �
 ��� �� �	 ����"����	
��6����� 2�� '� �� �	��� �	������	� �$ 
�� ��	���
 ���'6���
�
 �'� ��
� �����  ��� ��3

��� ���� � �+����������
���� "�	��,!�� S�

	�! ��"��	��! �
�	�� �� 
���6�! �����.
�� ����� ��	���
 ��
 �	���!$	 ��'�� -�
�
�	� ��	��C� �PPP� �PPP� 
��������
 �� �	��.
���% a�,� a�,� . . . a�,���� a�,� . . . a�,���� . . . a����,���� � 1�(� 
� ��� 4 ������	� �
�	�� �� ��	�.
��� -�
�
�	� -	�� ��	��C� '��� '� 
������� �� �	��'C��% a�,� a�,� . . . a����,� a�,� . . . a����,�

. . . a����,���� � �Ǳ��	����	
�� � 
��	� �
 '��

  
�!	� ������	���  �������

��� ���- � 1 ��(
� ������!�
��� 
�	�  ������� '���(�� #��� �
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�� ��� ��	������	��� �	�������
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����	�����" �##	��������" �����
�� �	����� ����������� ��
�� ��	�" ����
��
�����" ����
	���� �	�	��������� ������	 ����
��$� ��������" �	������% &��
��������� ���	�	�	���	 
���� ����

'� �
	 �	 ��� ����	
����" � �	�	���������� � ��	����(� ����� � )�����	��
� ����	�	 ����� ����
�����" ��� ������� �	��	��
	��� �	���� ������	��� n*
�	�	�������� n ��+	����, � ����	�	 ��-�- ���� ���������������� �	������	 ���
�������� ��������	 � .����
	���% ���������% � ���"�������������� ���%������
�	�	��������, � ����	�	 -�-�� ���
����" � �	��� ������������� /	�" ������(	��
�������#� 0 ������" �����	 ���%���� �	�	�������� � ��������	�" ��(�% ���
�%�
����� �������	��� ����
�	 ��������� ��	�	����� Ǳ������ �� �����	 ����	� �
������������% ���	�����	�

1��%���� �	�	�������� ������"�� �������� 
�� ��	�������$� � ���������	�"�
��% ���	�	�� 2����� ���	� ���" � ����	����
	���	 ����
	��	 � ����� �	��	�
� �	 �����������" ���	���� �� ��	% ����	� !����	���� �	 ��	$(�� ����������
� ���	�����	� � ���
	 �	�� ��� 
�
�	� ������		 ������"�� �� ���� �	�����
����������� �	���	���	��� �	�	%�� ����� � ����	�� ���� ������ 
�� ������(�%
����	� ����������	����
� ����&	��� � ���������	 ��
�� �	 ��		��

������� 	�������

Ǳ���" a� a� . . . an 0 �	�	�������� ���
	���� {�, �, . . . , n}� 3��� i < j � ai >
aj � �� ���� 4ai, aj5 ������	��� ��	������ �	�	��������, ������	�� �	�	��������
- � 6 � ��		� ��� ���	����7 4-��5� 4-��5 � 46��5� 8�
��� ���	���� 0 ��� ����
��	�	����� 9����&�$(� �������:, ��	�����	�"��� 	������	���� �	�	��������� �	
���	�
�(�� ���	���%� 0 ��� ���������������� �	�	�������� � � . . . n� ;���� ����"
� ����������% � ����	��� ������% ���
���% ��&	�� ���	�	�� � ���	������  ���
��� ������	 �
	 �����"�������"� ����� �� ������������� �������� ������
	�����
�����	�	�	��� ������ 4��� ���� �����<�5�

Ǳ�����	 ���	���� ��	� =� 8���	� � �>�? ���� � ����� �� ����� ���	
��	�"�
��� �������� �	&	��� ���	%�� �����	��% @����� �� �	
�����
 �
� ����
� �����
�

���
�����
� 4ABCBDE� �>�?5� F�><F��, ��� ���
	 GHIJEK LMNO� ��
��� �� �
�
����
����� � 4��?F5� ��<�6P� Q ��(������ �� ���	�	��� �	�	������� n × n������.�
��	��$(�� �������7

RBS

⎛
⎝

x�� x�� . . . x�n
���

���
���

xn� xn� . . . xnn

⎞
⎠ T

∑
4−�5����a�a�...an�x�a�x�a� . . . xnan ,

��	 ����� �	�	��� �� ��	� �	�	��������� a� a� . . . an �� {�, �, . . . , n}� � NCD4a� a� . . .
an5 0 
���� ���	���% � �	�	�������	�


������ ��	����� b� b� . . . bn �	�	�������� a� a� . . . an ������	���� 	��� ���	�	�
���" bj ��� 
���� ��	�	���� ��	�� �� j� ������	 ���"&	� 
	� j� U������ ��������
bj 0 
���� ���	���%� �����% ��	�	�� ������ ���	� j� V��$��� ������	�� ��	��	��

�� �����.	% ���	���% �	�	��������
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� � � W � F 6 > - 4�5

���	�

� - F 6 ? � � � ?� 4�5

������"�� � � � �������
	�� �	�		 �, �� �� W 0 �	�		 � � �� �� Q�	�� ��� �	�	��������
��		� �? ���	���%� Ǳ� ���	�	�	��$ 
���� bj ��	��� �����	�����$� �	���	������

? ≤ b� ≤ n − �, ? ≤ b� ≤ n − �, . . . , ? ≤ bn−� ≤ �, bn T ?. 4-5

Ǳ�
���%� ������		 ��
��% #���� ����$(�%�� �	�	�������� � ��������	���%
'��&����� X����� 4LEOKHEYY ZEYY5� ������� � ���� 
�� �� !"#� "$%&'(") &*"$�
(�%&$$+, - '�.-, -/'&*&!0&� (--�%&�(�%12312 /&'&(��$-%41� @1�� 5��6� 7��8�

88��
� 9���� � 4[JBON\EC LESH� ]I\NBS �̂ ���F5� �?-�P _� �$��% �����.� ���	����
b� b� . . . bn� �����	�����$(	% �������� 4-5� ��
�� �������
�� �����������" �	�	����
������ ������� 		 ��������� ���	� ����	�����	�"���� ���	�	�	��� �������	�"����
�������
	��� ��	�	���� n, n−�, . . . , � 4� ���� ������	5� )�����	�� �	�	���������
�����	�����$(�$ 4�5� ��
�� ��������" ��	��$(�� �������7 ����&	� 
���� ��
���	� ����	���� W ����	 �� ������"�� b� T �� `������
�� ��������� > ����	 �
W� � �� ������"�� b	 T �� ;�� ��� b
 T �� �� F ���
�� ��	�����" �� ����� �
	
����������� ���� 
������, ����� �������� ��		� ����	
���
��% �	���"���

� W F >.

Ǳ�����
��� �������� � �	�		� ������"�� b� T ?, ���	���� 6 ���	� �� 
	���"�� ��
�
	 ��������� 
��	�� � - 0 ����	 &	��� ��������� 
��	� 4�� 	� � �����% ���	.5
� ����
��

� � W F 6 > -.

Q������ �������
��� ������� � � �� ����	� � 4�5�
;���	 �����	�����	 ��
��� ������ 
�� 
���� ��
�� ���	���" ����
�� �#�����

���������$ � �	����� �	�	��������� �������	����% 	% ����
	%� �#������������
��% � �	����� �����. ���	���%� �������� �����
��� �	&�	��� ���(	� a�������
���� ������	�� ����% ������% ������7 ����"�� ��(	����	� �	�	�������� ���
	����
{�, �, . . . , n}b V��	� ���
	� ���" ���	� 
���� ��	�����
�� �����. ���	���%� � � 
�	��� �	�	�
����"� ��� ��� b� ��
�� ������" n ���������� b� �	�������� �� b� 0
n−� ���������� . . . � � bn 0 	������	���� ��������, ����� ����
�	� n4n−�5 . . . � T
n* �����
�� �����. ���	���%� ;����.� ���	���% �	�	�
����" �	�
	� ������ 
��
���
	��� bk �������"$ �	 ������� ���� �� ������ � �� ��	�� ��� ak ���
�� ���"
��	 �����
���

Q ����	�	 �����? �� ������������� ����
� � 
���	 �����"�� ���������� �	�
�	��������� 	��� 
����" 		 ������ ���	��� _���� �������� ��	�������" ����
����"
����
	���� ��	�	����� ��
��% �� ������ ���"&	 �$���� �� ��	��$(� ����	
�	��� 4)�����	�� �������������	 ��������� � 4�5 0 ��� -� >� W � ��5 V�� �����
����
	���� ���	���� j� ���� � 
�� bj ��		� ��������"��	 ���
	��	 n − j� ;�� ���
b� ���	� ����� n − � � �	��������"$ �/n � 4�	��������5 b� ���	� ����� n − � �
�	��������"$ �/4n − �5 � �� ��� �� ��������	��� ���	���% ����� 
�� ��	��		 
����
������������� ���������� �����
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T Hn.

`������
��� �������� �	��� ����
��" � �����	�����$(�$ ���������(�$ #����
.�$�

d���� 
�� 	��� ���	���" �	����� �������� ��	�	��� �	�	��������� �� ��(		

���� ���	���% ��	��
���� ��� ��	�"&���� �� 	����.�� )� ���� � �������� �6
�	�	�������� ���
	���� {�, �, -, 6}, ������� ��	���	�� �	�	��������� ����
�$(��
	�� ���� �� �����% ����
	��	� ��� ���	��� ��	�	����, �������" ����" �����
����� �� ��	��
���	� 
���� ���	���% �� 	����.�� 1�	�����	�"��� 
���� ���	���%
� �	�	�������	 π ����� ����	 ��� ���(	�� ���� �� ��-6 � π �� ���� �, ��	 ����	
���� ���
�� ��	�" ���������$ ������

e��	���� 
�� ��� ��������� ��
�� ������������" ��� ��	 �	���	 ��	���	
�	�� 0 9��	
	���% �������:� ��	$(�% W &	�������"�� � F ��������� ����	%�
f�� ���� �� ������
	��� ������"�� ��������������� ������	 ����	����� 	(	
`� ��	� 4��� ���� �?5�

)	 ��	��	� �����" 9���	����: �	�	�������� 4NCDBOKNICK Ig E hBOJMSESNIC5 � ���

������� �	�	���������� 4������� Ig E hBOJMSESNIC5� Q�������� 
�� �	�	��������
��
�� ���������" � ���	 ��� �����7(

� � - . . . n
a� a� a� . . . an

)
. 465

V������% ������	��� �	�	�������� a′
� a′

� a′
� . . . a′

n� ������� ����
�	���� 	��� � 465
���	���" �	����� ������� � ���	� �������
��" �����.� � ������	 ����������� ��
�	� ��� ��	�	����7
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(
a� a� a� . . . an

� � - . . . n

)
T
(

� � - . . . n
a′
� a′

� a′
� . . . a′

n

)
. 4�5

)�����	�� �������% � �	�	�������	 � � � W � F 6 > - ���	� �	�	�������� - � � > � F W 6 ��
��� ��� (

� � � W � F 6 > -
� � - 6 � F > W �

)
T
(
� � - 6 � F > W �
- � � > � F W 6 �

)
.

'�
�� ���" �����	 ���	�	�	��	 �������% �	�	��������7 a′
j T k ����� � ���"��

������ ����� ak T j�
Ǳ�����	 �������% �	�	�������� ��	���	 ��	� X� `� a��	 4Z� [� iISHB5 @� 7����

���� 6�����������6����������6�
� 
���������
�� BRNSBR j^ k� l� ZNCRBCjMOm� � 4nBNhoNm�
�W??5� �F-<-?�P� V� ���	��� ���	�	���$ ����" �	
�� ��������� �	�	����������
� ���	������7 - '��$�0 /&'&(��$-%4� (-*&':"� '-%$- (�-!;4- "$%&'(")< (4-!;4-
"(=-*$�0� a��	 ��� �	 ����	 ������	 �������	�"���� ����� #����� �� ��� ���
��
�	�"�� � ������ �����"�� �������� Ǳ������� �����.� ����	��� n × n� ��������	
&� �����% ������ � ������% ��
�� ����� � j�% ��	��	 i�% ������� 	��� ai T j� Ǳ���	
����� ��������� ��	����� �� ��	 ��	��� � ����� �� ������ 4� ��� 
	 �����.	5 �
������ 4� ��% 
	 �����	5 	��" ��
��� )�����	�� ��� � � � W � F 6 > - ��������� ���	�
������	�" ��	��$(�� �������7

× × × × •
× × × × × × × •
•

× × × × × •
•

× × •
× •
× •
•

.

8���
	���� ��	������ ����� 
���� ���	���%� ��� ��� �	������ ���	�"� 
�� bj �����

���� ��	������ � j�� �����.	� 3��� �� �	�	�" �����������	� ��������� 4���	���
������ ������ � �����.�5� �� ����
�� ��������� ��� �������% �� ����&	��$ �
�� ����% �	�	��������, ���
��� 
���� ��	������ 4
���� ���	���%5 ��������� � ���� 
���
�� � a��	 �����"����� �����% #��� ��� �������	�"���� ����� 
�� �	�	�������
�����.� �	 �	��	��� ��� �����������������

U�� ������� �	������ ���������� ���������� �	�� ����� ����" 
���� �	�	�
�������� n ��	�	����� ���	�
�(� ����� k ���	���%� V�����
�� ��� 
���� 
	�	�
In4k5, � ����� � ����	�	�� �	����"�� �	��� ���
	��% �����% #���.���

_� �����.� ���	���% b� b� . . . bn ����� 
�� In4?5 T �� In4�5 T n − � � 
��
�������	��� ���%���� ����	����7

In

((n

�

)
− k
)
T In4k5. 4F5

U��		� ��� ��� ���
	��� bk ��
�� �������" �	�������� ���� �� �������� �	������
���	�"� 
�� ���������(�� #���.��

Gn4z5 T In4?5 c In4�5z c In4�5z� c · · · 4>5
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n In��� In��� In� � In�!� In�"� In�#� In�$� In�%� In�&� In�'� In���� In����

� � � � � � � � � � � � �

 � � � � � � � � � � � �

! �   � � � � � � � � �

" � ! # $ # ! � � � � � �

# � " ' �#  �    � �# ' " � �

$ � # �"  ' "' %� '� ��� ��� '� %� "'

�����	�����	� ������&	��$ Gn4z5 T 4� c z c · · · c zn−�5Gn−�4z5, ��	�����	�"���
��� ��		� �����"�� ������% ���� ��� �������� V� a�����	��� 4p� iIRONmMBK5 @>� �

9���� � 4�W-�5� �-F<�6?P7

4� c z c · · ·c zn−�5 . . . 4� c z54�5 T 4�− zn5 . . . 4�− z�54�− z5/4�− z5n. 4W5

1 ����("$ ���% ���������(	% #���.�� ��
�� �	��� ������
��" ����� � � ��	���"�
��� 
�� 
����� �������
	���	 ��� ����	�
���% ����	% � �����.	� �����	�����$�
������&	��$

In4k5 T In4k − �5 c In−�4k5, ��	 k < n. 4�5

4U�� 
��	�� �� ���(� �� ��� ����	�
���% ����	%� ��� ������&	��	 �� ��������
	����5 q��		 ���
��	 �����
�	��� 4��� ���� �65 ��������$�� 
�� �� ����� �	�	
�����	����� #������

In4�5 T
(

n

�

)
− �, n ≥ �,

In4-5 T
(

n c �
-

)
−
(

n

�

)
, n ≥ -,

In465 T
(

n c �
6

)
−
(

n c �
�

)
, n ≥ 6,

In4�5 T
(

n c -
�

)
−
(

n c �
-

)
c �, n ≥ �.

V�(�� #������ ��� In4k5 ���	�
�� ����� �.F
√

k �����	�� 7

In4k5 T
(

nck−�
k

)
−
(

nck−-
k−�

)
c
(

nck−F
k−�

)
c
(

nck−W
k−>

)
− · · ·

c4−�5j
((

nck−uj−�
k−uj

)
c
(

nck−uj−j−�
k−uj−j

))
c · · · , n ≥ k, 4�?5

��	 uj T 4-j� − j5/� 0 ��� ������	��	 9�	��������"��	 
����:�
a���	��� Gn4z5 �� n*� ����
�� ���������(�$ #���.�$ gn4z5 �����	�	�	���

�	��������	% 
���� ���	���% � ���
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�?*
-* �* �* 6*

T ��,F??.

Q ����	�	��� � ��(	�� ���
�$ �	 
	 �����
�	��� ��������$�� 
�� 
���� �	�	����
����� �$���� ���"�����
	���� ����� ����������"���� ���##�.�	���(

n

n�, n�, . . .

)
T

n*
n�*n�* . . .

, 4-5

��	 n� 0 
���� ��	�	���� �	����� ����� n� 0 
���� ��	�	���� ������� ���� �
�� ��� � n T n� c n� c · · · 0 ��(		 
���� ��	�	����� 8���
	���� �	�	��������
���
	���� ���� ���	���� 	(	 � ��	���	 ��	�	��� Q ��	��		��	%���% 8���	 ;���
�	��� 4��� �?? �� �� ��5� ������		 ����	� ���	�������� ������	�	��� ���	%�����
#�����#����� �����.����� ���� �	���	 ���
	��� �	��� �	�� #����������� ����	

	�� ���������7 9Ǳ�����
�%� � ����
�&" 
����� ������	 ���� �	 ����� ������	����
� � � �	 ��
	� ���������":� @B&C&' D�."'�=� ���	. 
���� 6� 1�� ]IYIJIC AECRo�
7����
� �� E
��
F 
�������� ��� 9���
����6� 4yBz {IO|7 kSED� ��>?5� 6�6<6�F,
[O^BH kEhYEC� 7
�
� G
�H���� 4{IO| }BE\H� LENCB7 ]EJMBY ~BNKBO� ���-5�P f�� �	���%
���	����% � ������� ����
	� 
���� �	�	��������� Q����% ����	
�	��� � ����%����
������
	���� ������	�	��� I$1)-J�*%�'��(1�'� 4��� �?? �� �� ��5� ������� �>� �
������� ���������� #������ 
���� �	�	�������� &	��� ��	�	����� ������	 �	
�������
	�� �� � ������	 ������������ �� � ������	 ��������7

F× �× 6× -× �× �− �.

@1�� A� �HE|OEDEOSN� K���� ���6���� 9���� 7�6� �� 4��-�5� >�<WW� 9`��%������������
��: 0 ���� �� ���� ������� �
�%������ �	��������% �	���� �����������	���%
� _�����P 1����	�����$(		 ������� ��� ���"�����
	��� ��	���	� ������������
����	
�	��� � ����	 9t�������:� ���������% q ������% ` ��"	% 4��� ���? ��5 4�����
�>?<�>�5� 2 q ������ ��� ������� �#������������ �	�"�� �
��� � ������$�����
������ ��&" ����� �������� ����	����7 {�, �, �, �} � {6, W, �, �, �}� Q �	���"���	 �
�����%���� �	�	���	 ��� ������� �	 �#������������ ����	����� ����
	�� ��	$���
�	������	 ����	��� �������	�"�� ����� ������� �� ��� q ������� � 
	� ��������

� � ��3��4�& ��$ ��!�"�!#"� !�5�� +�"��!���%5� ���3�� ���&%�,! 67�)��898:;�< % �!�� �� �!
67�)�98�8:;�<-
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Q��	� �� ���� �������� q ������ �������� ���	�	���$ #������

46 c W c � c � c �5× ��?× �����
�× F

��� ����� �? 
��	� 6W��� c 6�W�� c · · · � Q	���	 ������� ��� �� �
�	��� 
����
�	�	�������� � ���
�	� ����� ���"�� ���� ��	�	�� ��
	� ��������"��� ��%�	�� �	���
������ �	�	.��� �
	��� �	������ `���������� 8�� 	��� 4[SHECEKNMK kNO\HBO5 �
	�� ����������� ����	 � �����	 @9������� L��M
������ � 4iIJB7 �F�?5� �<>P� 8�� 	��
���	�	����� ������ � ����
	���	 �	����%� ������	 ��
�� ������" �� ������� ������
���, ��� ����� �� �������� ��� 
�� ������� 9������#�	����%:� )� ���� �W<�� ���	��
����� �� ��	� �	���	 ���
	��	 
���� �	�	�������� ���"�����
	���� {m · C, n · D}
��� �	����"�� ���
	��� m � n�  ��� ������ �� ���% �	��� ��
���	��% ��&"
��� ���
�� n T �� V�(		 ������� 4-5 ��������" ���
	 � ����	 ���� Ǳ�	���
4�� sOBKSBS5 N��
�
�� �
 9����
������
� 4sEONK7 �F>�� -��<-��5� � ������% ���	�
����
���� �� �	��� ����
	��% ������������% ���	������� ��������� � e������% 3��
���	� Ǳ�	��� �	��� �#����������� ������� ��� ��������"���� ���"�����
	�����
�� ������$��������� 	�� ��&" ������� ����	��� {a, a, b, b, c, c}� V� ����� ���	����

�� �	�	��	 �� ����� #����������� ������	 �� �
���� 	��	���	���� ����(	��	�
������� 8�� 	��� ���� �� �&����%� )	����"�� �	� ������ U
�� Q����� 4�IHC
~EYYNK5 � ���	% ����	 ���6����
 �� ������������ 4p�gIOR7 �FW�� �HEhSBO �5� ���������
�����% ��	��	 � 	�� 
	 ��
����
 �� 
��
���� ��������	� ��� ������� ���		 ���������

Q ��F� ���� U������ u���� 4vIJNCN�MB lIESE5 ��	� ���� ���	�	���	 �����
��	� ��� ������	��	 9��	�����	�"��	 ������	�	��	: 4NCSBO\EYESNIC hOIRM\S5� �����
��	 ��������� �������������" �����	 ���	����	 �	���"����� ����$(�	�� ���
�� 
�	�	��������� �� ��(�% ���
�% �	�	�������� ���"�����
	����� @1�� 5���� �����
7���������
� �CND� sEONK� �� 4��F�5� W�<�6�, � ���
	 �
6���
 O��
� �� 9���� �� 4]hONCmBO�
��F�5�P Ǳ�	��������� 
�� ��	�	��� ���"�����
	���� �������� �������� ���	%��
�������
	��� ��
�� ��������	�" �	������ ��! ������!� ������	�(

a a a b b c d d d d
c a b d d a b d a d

)
. 465

e�	�" �	� ��� ������ ���	�
�� ��	�	��� M � ������	 �	�������� � ��
��� 0
��� ���� �	�	��������� "������������� ����#	������ α β ��� �	�	�������� ���"�
�����
	��� α � β 0 ��� �	�	��������� ������� ����
�	���� 	��� 4E5 ����" ��� �
����
��	 ������
	��� ��� α � β� 4j5 �������" �����	�����$(�	 ������ � ���� �
4\5 �������������" �����.� ���� 
���� ��	�	��� �	� �	% ������ �������
����" �
������	 �	��������� 1��������� ���
�� ���" ����%
���% � ��� �����	� 
�� ����
����	 �������
	��	 ��	�	���� ��
�	% ������ �� ����	���� 	��� �����	�����$(�	
��	�	��� �	� �	% ������ ������ )�����	�� c a d a b b d d a d T c a b d d a b d a d�
��� ��� (

a a b c d
c a d a b

) (
a b d d d
b d d a d

)
T
(

a a a b b c d d d d
c a b d d a b d a d

)
. 4�5

)	������ ���	�"� 
�� ��	��.�� ��	�����	�"���� ������	�	��� ����.��������
�� 	�

4α β5 γ T α 4β γ5, 4F5
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π α T π β ��	
	� �� ����% α T β,

α π T β π ��	
	� �� ����% α T β.
4>5

1�(	����	� 9	����
��% ��	�	��:

α ε T ε α T α, 4W5

��	 ε 0 ���"��	�	��������� 9�������
	��	 � ���: ��	�	���� ������� ���
	�����
e���� ���������������� ����(	 ������� �	 �������	��� 4��� ���� �5� �	� �	 �	�		

α β T β α, 	��� α � β �	 ���	�
�� ��(� ����� 4�5

`������
��� �������� ������	 ����� ��
�� �������������" �� ���
�%� �����
��	�	��� ����� ��������"��� q��	� ���������" � ���	

4x� x� . . . xn5 4�?5

�	�	��������� ��� ����
��	 ��	������	��	 ������% ����
�	��� ���	� ����%
���%
���������� �����.�� (

x� x� . . . xn

x� x� . . . x�

)
4��5

�� �	� ��� ��	�	����� )�����	��

4 d b d d a c a a b d 5 T
(

d b d d a c a a b d
b d d a c a a b d d

)
T
(

a a a b b c d d d d
c a b d d a b d a d

)
,

��� 
�� �	�	�������� 465 #����
	��� ����	��� .������ '� ����� �� ������" ����
.��� ����	���� ������ 
��������" ��������	 9d �	�	 ���� � b� �	�	 ���� � d� �	�	�
 ���� � d� �	�	 ���� � . . . �	�	 ���� � d � ������(�	��� �������:� e��	���� 
�� ���
����(	���	 .���� �	 ������$� ��	�� ���%������ ���
�� .�����7 4x� x� . . . xn5 0
�	������	�"�� �� 
	 ����	� 
�� � 4x� . . . xn x�5� Q ����	�	 ��-�- �� ��������� 
��
��
��$ �	�	�������� ���
	���� ��
�� 	������	���� � ��
����"$ �� �������
�����
��	�	% ������� ��	�������" � ���	 ������	�	��� �	�	�	�	��$(� �� .������
��	 9������	�	��	: �	�	�������� ���	�	��	��� ������� �������.��� t	��� ���	�"�

�� /'-".%&*&$"& $&/&'&(&4�23"=(0 #"4!-% P �- :& (�,-&< ?�- "= (-&*"$"�&!;$-&
/'-".%&*&$"& , ��� ������� �� ����" � ���� 
�� ��
�� ���	� ����(��" ����
	���	
���		 �	���"����� 	��� ��%�� 	������	���	 4� �������� �����	5 ��	������	��	 � ���
��������"��% �	�	�������� ���"�����
	���� � ���	 ��	�����	�"���� ������	�	���
.������ Q �	%�����	�"����� ��(	����	�� �� ���%�	% �	�	� ��� 	��	���	��� �������
��	���" ���� � ��
��% �� �� ��		� ��
��	 �����
	���� a��	����� 4�5 ��	� ����
������ ��	������	��� c a b d d a b d a d � ���	 ��	�����	�"���� ������	�	��� ���		
������� �	�	��������� a��������� ��(�$ ����
� � �� �
�	��� ��	 �����
	��%
π T α β �����% �	�	�������� π� U�� ����� ���	��� ���������������" �����	���$
�	�	��������� ������	�

π T
(

a a b b b b b c c c d d d d d
d b c b c a c d a d d b b b d

)
. 4��5

3��� ��
�� �������" π � ���	 α β� ��	 α ���	�
��� �� ���%�	% �	�	� ���� �����
a� �� ���%�		 ��	�� a � �	� �	% �����	 ��� ����
���� ��	������	��� α ���
��
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 �����

������"�� ��� d, ���
��� �	�	�������� α ���
�� ���	�
��"  ��� �� ���� ����� d�
3��� ��������" �	�	�" �� ���%�		 ��	�� d � �	� �	% �����	 α� �� ��
�� ��
�� ���

	 ����	�"� 
�� ��� ���
�� ������"�� ��� d, ���
��� � α ���
�� ���	�
��"��� ��
�	�"&	% �	�	� �	� ����� d� Ǳ������	� �� �����	 d� ������ 
�� α ���	�
�� ���
	 b�
3������	���	 ��	�����
	��	 � ���� 
�� α 	��" �	��% �����
��	�" π� ���	�
�(�%
����� a� �������� � ������ ����	
���
���� �	���"����7

α T
(

a
. . .

b
. . .

d d
. . .

d d b

)
. 4�-5

Ǳ�����
�� �����
���" ��
�� ��� 
	� ������
��� 
�� ����� b � �	� �	% �����	
4�-5 ���
�� ������"�� ��� c� � �� �� Q ���.	 ���.��� ���� ���.	�� ����" ����	�	�
��� � ����	 a� � �� ���
	�� 	��� �� ����� ���
�	�����" 		 � �	���% �����% a�
;���	 �����
�	��	� �� ��(	����� ��������	�� 
�� �$��% �	��% �����
��	�" α �
�����
	��� �	�	�������� 4��5� ���	�
�(�% a� ��		� ��� 4d d b c d b b c a5 α′�
��	 α′ 0 �	������� �	�	��������� 42����� ���������" a �	 � ��
��	� � � ���.	
.����, ��� ���������� ������"�� ����� a ���"�� �����5 `������
��� 	��� �� ��
��	�����
���� 
�� α ���	�
�� ����� b� �� ���	�� ��� 
�� α T 4c d d b5 α′′� ��	
α′′ 0 �	������� �	�	��������� Q ��(	� ���
�	 ��� �����
�	��� ��������$�� 
��
&(!" &(�; 4�4-&�$" 1*; '�.!-:&$"& α β T π� J*& α (-*&':"� *�$$12  14%1 y< �-
(13&(�%1&� &*"$(�%&$$+) #"4! %"*�

4x� . . . xn y5, n ≥ ?, x�, . . . , xn �T y, 4�65

4-�-'+) 0%!0&�(0 !&%+, (-,$-:"�&!&, % '�.!-:&$"" /&'&(��$-%4" α� ;���% .���
�	��� �������"� ���� π � y, ��� ����% �������% �	��% �����
��	�" � �����
	���
�	�	�������� π� ���	�
�(�% ����� y� _� ���������� ��	��	� �	��	���

�	
�	�
 �� Ǳ1(�; A!&,&$�+ ,1!;�",$-:&(�%� M !"$&)$- 1/-'0*-?&$+ -�$-R&�
$"&, 9<:� S�:*�0 /&'&(��$-%4� π ,1!;�",$-:&(�%� M ",&&� &*"$(�%&$$-& /'&*�
(��%!&$"& % %"*& (-&*"$"�&!;$-J- /'-".%&*&$"0

π T 4x�� . . . x�n�y�5 4x�� . . . x�n�y�5 · · · 4xt� . . . xtntyt5, t ≥ ?, 4��5

1*-%!&�%-'023&& (!&*123", *%1, 1(!-%"0,T

y� ≤ y� ≤ · · · ≤ yt � yi < xij ��� � ≤ j ≤ ni, � ≤ i ≤ t. 4�F5

4_���� �������� � ��
��� .���	 ����	���% ��	�	�� �	�"&	 �$���� ������� �
����	���	 ��	�	��� .����� ������$� �	�����$(�$ ����	�����	�"����"�5

$���#�������	�% Ǳ�� π T ε ����
�� ��	��	��	 �����
	��	� ����
�� t T ?� Q ����
������ ���
�	 ����" y� 0 �������"��% ��	�	�� � π, ���	�	��� 4x�� . . . x�n�y�5 0
����% �������% �	��% �����
��	�" �����
	��� π� ���	�
�(�% y�� ��� � ��������
�	���� ����	�	� ;	�	�" π T 4x�� . . . x�n� y�5 ρ� ��	 ρ 0 �	������� �	�	��������,
����	��� �����.�$ �� ����	 �	�	��������� ��
	� �������"

ρ T 4x�� . . . x�n� y�5 · · · 4xt� . . . xtnt yt5, t ≥ �,

��	 ������� 4�F5 ������	��� ;	� ����� �������� ��(	��������	 ������ ������

	����
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U���
	� 	������	�����" �����
	��� 4��5� �����	�����$(	�� �������� 4�F5�
d���� 
�� t T ? ����� � ���"�� ������ ����� π 0 ���"��	�	�������� ε� Ǳ�� t > ? ��
4�F5 ��	��	�� 
�� y� 0 �������"��% ��	�	�� �	�	�������� � 
�� 4x�� . . . x�n� y�5 0
����% �������% �	��% �����
��	�"� ���	�
�(�% y�� Ǳ������ 4x�� . . . x�n� y�5
���	�	��	��� �������
��, �������	�"���� 	������	������ ������ ��	������	��� ���
�	�&�	��� ����	�	��	� �����.�� � ������� �����(	��� 4>5�

)�����	�� 9������
	���	: �����
	��	 �	�	�������� 4��5� �����	�����$(		
������ ��������� ������7

4d d b c d b b c a5 4b a5 4c d b5 4d5, 4�>5

	��� a < b < c < d�
Q�
�� ���	���"� 
�� �� ����� �	�	 � ���� ���	�	�	��� ��
�� ��������" ������

� ����� ��	��.�� � ��� �	 ����	�	� � �	�������
�����* Q ���.	 ��
���� .����
������	��� ����	�"&�% �� �����&� �� ��	�	����� ;���� �������� ��&	 ������	��	
�������	� � �� ����% �	�	��������%

π T d b c b c a c d a d d b b b d

�	�	��������
π′ T d d b c d b b c a b a c d b d.

3��� � ��� ����
��� ��	������	��� π ���	�
���� �����	. ���� y
x � ��	 x < y� ��

� ��������% � π′ �	�	�������	 ����������	� �����	�����$(�� ���� ���	��� ��	�
�	���� . . . y x . . . � ;��� � ��&	� ����	�	 π ���	�
�� ��� �����.� ���� d

b � ���
��
����	
�	��� ���� d b� Q���(	� �� ����� ������	��� ���	��	� ���	
��	�"��� �	��	���

�	
�	�
 �� Ǳ1(�; M P ,1!;�",$-:&(�%-� B13&(�%1&� %.�",$- -*$-.$�?$-&
(--�%&�(�%"& ,&:*1 /&'&(��$-%4�," M < ��4-&< ?�- &(!" π (--�%&�(�%1&� π′< �-
%+/-!$02�(0 (!&*123"& 1(!-%"0T

E5 4'�)$") (!&%� A!&,&$� π′ '�%&$ 4'�)$&,1 (!&%� A!&,&$�1 πU

j5 *!0 %(&= /�' 1?�(�%123"= % /&'&(��$-%4& A!&,&$�-% 4x, y5< ��4"=< ?�- x < y<
?"(!- %=-:*&$") (�-! #� y

x % *%1=(�'-?$-& /'&*(��%!&$"& /&'&(��$-%4" π '�%$-
?"(!1 (!1?�&%< 4-J*� % /&'&(��$-%4& π′ A!&,&$� x (!&*1&� $&/-('&*(�%&$$- .� y�

3��� M 0 ���
	����� �� ���� �� ��(	����� 9�	����������	 �����	�����	:� ���
����	 ����
�����" � ���.	 ����	�� ��-�-� � �	���
��	�"���� ���	�	������ q��		
��(�% �	���"��� �	��	�� Q ���	�	� ��� ����
	�	 
���� �	�	�������� ��	.���"�� 
������ ������"�� 
���� ���(	 �	&��" ����
� � ������
	������ ����
	����� ��
��� ����
��	 ��	������	��	� 
	� �������	����$ ����
� � ������
	����� �� ����
���	��� ��	�	�����

Ǳ� `� '���'���� 4s� [� LE\LEHIC5 ��������	� ����
� ����� ���� � ���	% ���
��$(	%�� ����	 ����������� 
������� � 4�EJjONRmB �CND� sOBKK� ����5� �FW<�WF� V�
��� �������������	 �������	�"���� �	��	�� Q � 
������ ���
�	� ����� M ���	�
��
��	�	��� ��&" ��� �����
�� ������ ���
	� a � b, 	�� ������	��	 ��� �����
���
��� �� ��(	����� �������	� � ����	�	���� ��	�"� �� ��	������	�� � ���	�&	���
���� ���	� U�� ���
�� ��	 �����
�� ��	�	���� a� b� c '���'���� ��� ���
��	
�	�������������	 �������	�"���� �	��	�� Q, ��(�% ���
�% ��	���	 ������� u����
4lIESE5 @��� ���8�
� V
���� 
6��� 76�� 5���� ��� 4��F65� �F>�<�F>�P�
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 �����

Q ��
	���	 �	�������"���� ����	�� ����	�	��� �	��	�� Q ��%�	� 
���� �����
���� a� b� c� ���	�
�(� �����

A � �
�	��% ����� a,
B � �
�	��% ����� b,
C � �
�	��% ����� c,
k � �
�	��% ���� ����(� ����� ���� ca,
l � �
�	��% ���� ����(� ����� ���� cb,
m � �
�	��% ���� ����(� ����� ���� ba� 4�W5

_� �	��	�� ��	��	�� 
�� ��� �� 
	 ����	� 
�� ��%�� 
���� ��� ����
�� ��������
����

A B C

︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷(
a . . . a b . . . b c . . . c
� . . . � � . . . � � . . . �

)
︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
A−k−ma�K m a�K k a�K
︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸

B−l b�K l b�K
︸ ︷︷ ︸

Cc�K

4��5

q���� a ��
�� �������
��" �� �����% �����	(
A

A − k − m

) (
B

m

) (
C

k

)
���������,

����	 ����� ����� b ��
�� ����	����" � �����&� �� ����.�� (
B c k

B − l

) (
C − k

l

)
����������

V����"��	 ��������	 �	��� ��
�� ��������" ������� c, ��	�����	�"��� ������	

���� ����� (

A

A − k − m

) (
B

m

) (
C

k

) (
B c k

B − l

) (
C − k

l

)
. 4�?5

Q	��	��� � ������� � �� �
�	��� ��	 �����
	��% �����% �	�	��������� 1��
(	����	� �� ����% ��+	��� ��� 9�������: �	�	��������� ������� �	 �������	��� ��
���
��	��� ����
��	 �� �		 ����% � εb V���
�	��	� ��	�&	����$(		 �	��	�	 `�
�	�	��	��� �������� � ������ � ���� 
�� /&'&(��$-%4�  1*&� /'-(�-) �-J*� " �-!;4-
�-J*�< 4-J*� -$� 0%!0&�(0 #"4!-,  &. /-%�-'023"=(0 A!&,&$�-%� Q ���
�	� 	���
�	�	�������� ����	��� ����� .������ ��&	 �����
�	��	 ��������	�� 
�� �	 ��(	�
����	� �	�� ���
��	�	%� ����	 ε � ������ .����� 3��� 
	 �	�	�������� ���	�
��
�������$(�%�� ��	�	�� y� �� ��	��� ��
�� ���	���" �	�������"��% .��� � ��
	�
���	 �	���� �����
��	��� � ������� ��	�	�� y ����	
�	��� ��	�� ��&" ����
���

3��� �	�	�������� �	�������� �� 		 ��
�� ��������" �� ��	 �	�"&�	 � �	�"&�	

����� ���� �	 ���	� ����
	�� ������	�	��	 ������ �	�	��������� '�
�� ��
	
�������"� 
�� ����	 �����
	��	 ����	��� 	������	���� � ��
����"$ �� �������
������ ���������$(� �����
��	�	%�
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 �� S�:*12 /&'&(��$-%41 ,1!;�",$-:&(�%� ,-:$- .�/"(��; % %"*& /'-�
".%&*&$"0

σ� σ� · · · σt, t ≥ ?, 4��5

J*& σj P #"4!+< $& (-*&':�3"& /-%�-'023"=(0 A!&,&$�-%� D�- /'&*(��%!&$"&
&*"$(�%&$$-& % �-, (,+(!&< ?�- *%� !2 += ��4"= /'&*(��%!&$"0 -*$-) " �-) :&
/&'&(��$-%4" ,-:$- /'&- '�.-%��; -*$- % *'1J-&< /-(!&*-%��&!;$- ,&$00 ,&(��,"
(-(&*$"& $&/&'&(&4�23"&(0 #"4!+�

;	���� 9�	�	�	�	��$(�	�� .����: ��������� � .������ �	 ��	$(�� ��(� 
��	�	����� Q ��
	���	 ����	�� ��
�� ����	���"� 
�� �	�	��������(

a a b b c c d
b a a c d b c

)

�������	��� �� ���
��	�� ����� ���"$ ���������7

4a b5 4a5 4c d5 4b c5 T 4a b5 4c d5 4a5 4b c5

T 4a b5 4c d5 4b c5 4a5

T 4c d5 4a b5 4b c5 4a5

T 4c d5 4a b5 4a5 4b c5. 4��5

$���#�������	�% )�
�� ���������"� 
�� �������	��� �#�������������	 � �	��	�
�	 ���%���� 	������	������� Ǳ���	��� �����.�$ �� ����	 �	�	��������, �����
�������
�� �������"� 
�� 	��� ρ � σ 0 ��� �����
�� .����� �	 ���	�
�(� 
�������$(� �� ��	�	����� �

ρ α T σ β,

�� ρ � σ 0 �	�	�	�	��$(�	�� .���� �

α T σ θ, β T ρ θ,

��	 θ 0 �	������� �	�	��������� Ǳ���" y 0 ��������"��% ��	�	�� .���� ρ�
����� � �$���� �	���� �����
��	�� � �����
	��� σ β� ���	�
�(	�� ���� ��	�	��
y� ���	� �	��% �����
��	�" ρ� e��
��� 	��� ρ � σ ��	$� ��(�% ��	�	��� .���
σ ���
	� ���" ����	� ρ, ����� σ T ρ 4��� ��� ��� ������	5� 
�� ��������	
��
��&	�� ��	�����
	��$� 1�	�����	�"��� .���� ���	�
�(�% y � �	 ��	$(�% ��(� 
��	�	���� � σ� ���
	� ���" �	��� �����
��	�	� � �����
	��� β� Ǳ���	���
������ �����(	��� 4>5� ���	�&�� �������	�"�����

Q ��
	���	 ���$����.�� �	��	�� 1 ���������� �	�	�������� ���"�����
	����
M T {A · a, B · b, C · c}� ������(	�� �� A ��	�	���� a� B ��	�	���� b � C ��	�	����
c� Ǳ���" N4A, B, C, m5 0 
���� �	�	�������� ���"�����
	���� M � ��� ����
��	
��	������	��	 ������ �� �������� �����.�� ���� a

a �
b
b �

c
c � ���	�
�� ����� m

�����.�� ���� a
b � V��$�� ��	��	�� 
�� ��		��� ����� A−m �����.�� ���� a

c � B −m
�����.�� ���� c

b � C−Bcm �����.�� ���� c
a � C−Acm �����.�� ���� b

c � AcB−C−m
�����.�� ���� b

a , ��	�����	�"���

N4A, B, C, m5 T
(

A

m

)(
B

C − Ac m

)(
C

B − m

)
. 4�-5
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 �����

;	��	�� � ��	�����	� �����% ������ ����
	�� ��� �	�	��������7 ���" �����
�����.� a

a �
b
b �

c
c ����$
	��� � �����
	��� �	�	�������� 	������	��� �����
��

����	 ������	 ���
��	��7

4a b5, 4a c5, 4b c5, 4a b c5, 4a c b5. 4�65

8�
��� ���� ��� .����� ��		�  ��� �� ���� ��(�$ ������ ���
��� �����
	��	
	������	���� 3��� .��� 4a b c5 ����	
�	��� � �����
	��� k ���� �� �� ��&	�� ��	���
��(	�� ��	�����
	��� ��	��	�� 
�� 4a b5 ����	
�	��� m − k ���� 4b c5 ����	
�	���
C−Acm−k ���� 4a c5 ����	
�	��� C−Bcm−k ��� � 4a c b5 ����	
�	��� AcB−C−
�m c k ���� 1�	�����	�"��� N4A, B, C, m5 ����� 
���� �	�	�������� ��� .�����
4����������"���� ���##�.�	���5� ����������������� �� ��	� ���
	���� k7

N4A, B, C, m5

T
∑

k

4Ccm−k5*
4m−k5* 4C−Acm−k5* 4C−Bcm−k5* k* 4AcB−C−�mck5*

T
∑

k

(
m

k

)(
A

m

)(
A−m

C−Bcm−k

)(
Ccm−k

A

)
. 4��5

1�������� 4��5 � 4�-5� ������
���	�� 
�� ���
�� ��������"�� ��
�	����

∑
k

(
m

k

)(
A − m

C − B c m − k

)(
C c m − k

A

)
T
(

B

C − A c m

)(
C

B − m

)
. 4�F5

V������	���� � ���� ��
�	����� �� ����	
����" � ���� ����F<-�7

∑
j

(
M − R c S

j

)(
N c R − S

N − j

)(
R c j

M c N

)
T
(

R

M

)(
S

N

)
, 4�>5

��	 M T A c B − C − m� N T C − B c m� R T B� S T C� � j T C − B c m − k�
`������
�� ��
�� ����
����" 
���� �	�	�������� ���"�����
	���� {A·a, B ·b,

C · c, D · d}� 	��� ����
	���� �����.�� �����
�� ����� � �� ������ ��	��$(��
��������

7��
�
��+,�4

a
d

a
b

b
a

b
c

c
b

c
d

d
a

d
c 4�W5

G��
�
�4 r A−r q B−q B−Acr D−r A−q D−Acq

4e�	�" A c C T B c D�5 Q����
���� .������ � �����
	��� ����% �	�	��������
�� ������	 ���
��	�� �����

m�	�4 4a b5 4b c5 4c d5 4d a5 4a b c d5 4d c b a5
4��5

G��
�
�4 A−r−s B−q−s D−r−s A−q−s s q−Acrcs

��� �	������� s 4��� ���� ��5� Q ���� ���
�	 .���� 4a b5 � 4c d5 ���	��$� ���� �����
��� 
	� ��� .���� 4b c5 � 4d a5� ������� �	�� ����� ����
����" 
���� �����
�� 
�����
	��% �� ������	 ���
��	��� V������	��� 4��� ���� �?5� ��	��� ��(	����	�
	������	���	 �����
	��	� ����	� 
�� .��� 4a b5 ������� �	 ��	��	� �	����	����	���
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�� 4c d5� � 4b c5 �	 ����	
�	��� ����� ����	 4d a5� V��$��� �����"��� �	���"���
���� �-� ����
�	� ��
�	����∑
s,t

(
B

t

)(
A−q−s

A−r−s− t

)(
BcD−r−s− t

B−q−s

)

× D*
4D−r−s5* 4A−q−s5* s* 4q−Acrcs5*

T
(

A

r

)(
BcD−A

D−r

)(
B

q

)(
D

A−q

)
.

Q����� �� ��	� 
���	% ���
��	�"
(

D
A−q

)
� �	����"�� ����(�� #���������� ����

 ���� � ���
���� �� ��� ���������	���
	����� ��
�	���� ��������"�� ���#�
#�.�	����7∑
s,t

(
B

t

)(
A−r− t

s

)(
BcD−r−s− t

Dcq−r− t

)(
D−Acq

D−r−s

)(
A−q

rc t−q

)

T
(

A

r

)(
BcD−A

D−r

)(
B

q

)
. 4-?5

_����"��� ��
�	���� 4�>5� ��
�� ��������" �����������	 �� s� � ���	� �	���
��
�����" ����
��&�$�� ����� �� t� ;���� �������� �������� ��$ ������� ��
�	 ������ ������
��" ����	����� ��
�	����� ������	 �� �� 	(	 �	 ��	�� �����
���"� )� ��� �� ���%�	% �	�	� ���
����" ����
������" 
���� �	�	�������� ���	�
�	�	����� ���� ����� �����
���� ���������� � ��� �	���� ����
	�� 0  ���&��
���������� � �	&	��$ ����
� ������	 	(	 
��� ��� ��	�	���

�Ǳ
��
�
	 

�� (��� ) (� �!� 
��) Ǳ.�
6 M� � M� D �.�6
����2��
��� H��� α D �����
����	�
M�� � β D �����
����	� M�� 
� α β D �����
����	� M� �M��

�� (�� ) E��
���
��6��� �������
���� �����
�����	 c a d a b � b d d a d ���
�
������ �
�#�5 ���
�
� ���
���
��6��� �������
���� b d d a d c a d a b� 	�
���� ���.���
��� ����
�����2�
��� ������
6 ���
����

�� (��� ) <���� �� .
���2
����� �+��
��� �'�- /���� ������� ���� �����
����	� α �
β 	���.
�
���� �
����
��6�� �����,�� ���
���
��6���� �������
����� 
� ���
.�
 �� ��
�
���� �
� ��� �� ��
��2�
 �+1�� +.	�-

�� (��� ) *��������	�� �����2���� �����
����	� �� � � ���
��
�
��� � 
������� n ���
a < b < c < d ��
��
�� 0���.��� ��%�� 8��
�
� 	��������	�� �����2���� � ��.���� 	��
�
d < c < b < a�

	� (��� ) < .������ �L� 
������ < 
��+.�
��� �
�+� x +��� ���6:� y� G
� +.
�
� ����
����+�
6 �
� 
��+������� ������� ��� 
��+������� x � y-


� (��� ) E	��6	� �.1��
�.�
 ,�����	� ���
��1�� ����� �� m +.	� a � n +.	� b� 
�	���
�
� ����� k +.	� b �
��
 �������
�
����� ����
 +.	���� a � ��
 ��	�	�� 
�.��� +.	��
	���� a � b-

�� (��� ) E	��6	� �
��	 �� +.	� a� b� c� .
����
�����1�� .������� ��&�� �������
�� �
+.	�� a� � +.	�� b� � +.	�� c-

� �� (�� ) 8��
�
� ��� �����2���� �����
����	� �� � �� 
�� ���2�
��� α β�
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�� ���������" n
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����
��� ���(�	 �	���� !����	�"� �����
��� ��%�	� �	�	����	�	���� �����	��	 4�5 �
�	����	����� ������&	��	� ��� 
��	� 1�������� @#������ ����F<46F5P� Q ����� �
����	�	�� 
���� f%�	�� ��� ���� n�

Q ����� � ��
�� ���	���" �	������	 �������	������� Ǳ� ���	�	�	��$ ��		�〈
n

?

〉
c
〈

n

�

〉
c · · ·c

〈
n

n

〉
T n* , 465

〈
n

?

〉
T � , 4�5

Стр.   54



����- ����� ��

������� �
=��0
 >?0��


n
〈

n

�

〉 〈
n

�

〉 〈
n

 

〉 〈
n

!

〉 〈
n

"

〉 〈
n

#

〉 〈
n

$

〉 〈
n

%

〉 〈
n

&

〉
� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �
 � � � � � � � � �
! � " � � � � � � �
" � �� �� � � � � � �
# �  $ $$  $ � � � � �
$ � #% !� !� #% � � � �
% � � � ��'�  "�$ ��'� � � � � �
& �  "% " '! �#$�' �#$�' " '!  "% � �
' � #� �"$�& && !" �#$�'� && !" �"$�& #� �

〈
n

n − �

〉
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〉
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n

k

〉
T
〈
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n − �− k

〉
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������	 ���	��	� �� ���� #����� 
�� ��
��� �	������ �	�	�������� a� a� . . . an�
���	�
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������� ���� ��	���	 ���	�	�� ����%���� ���	������� t� w���t���� � �������
������ � �WF> ����� @1�� ����� LEOSoYI�� 
 E������ �� ����
�
 9���
����6� 4}BOYNC7
]hONCmBO� ���>� -6F<-6W5, �����% ���
�%� 	��� n ≤ �� ��� �	�������� ��������	�
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��� �������������" � ������	 �	�������� � ���
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��"7

ai� ≤ ai� ≤ · · · ≤ ain , 4�5
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�� ���	�	�	���� �	�	�������� ���
	���� {�, �, . . . , n}�
������ 
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	��	� n−k � ������"�����"��
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	 ���� ���������������� ���	����
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�����	 
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����� m� 	��"
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-E ���I%�
����!"- ��!-' JKLM- * Ǳ���� ������
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�W ��������	
 ����-

1�	���� ����� �	���% �	��� ������ ����� ��������

p�c�p�c · · ·cnpn T 4q�− q�5c �4q�− q�5c · · ·c4n− �54qn−�− qn5cnqn

T q�c q�c · · ·c qn T
�
�*
c

�
�*
c · · ·c �

n*
. 4��5

Ǳ�	�	� ��� n → ∞ ���	� e − � T �.>�W�W . . . � � ��� ���	
�� n ��� ���
	��	 �����
e − �− δn� ��	 δn �����"�� ���� 4��� ���"&� n� 0 Ǳ���% ���%57

δn T
�

4n c �5*

(
� c

�
n c �

c
�

4n c �54n c -5
c · · ·

)
≤ e − �

4n c �5*
.

Ǳ������ ��� ������
	��� .	�	% ������ ��������	�" �	��� ��� ����� ������� ���

����	�����	�"����� �����
�� 
��	�

a�, a�, a�, . . . ,

��� 9���
�%����"$: ����	�����	�"����� ��	�" ��������	��	��� ��� 
�� ��	 n* ����
��
�� ������� �������
	��% �	��� n ��	�	���� ����	�����	�"����� ������
�	������ 4��� �$��� n� 0 Ǳ���% ���%5� ;�� 
�� ��	���� ����� �	���% �	���
���
�%��% �	����	
��% ����	�����	�"����� � ��
����� ����� e − ��

)	����"�� ����	�&	�������� ���� �	���� ��
�� ���������" ��	��$$ ����� k�%
�	��� ���
�%��% ����	�����	�"������ Ǳ���" qkm 0 �	��������" ����� 
�� ��(��
����� �	��� k �	��% ≥ m, ����� qkm ����� �	��
��	 �/m*� ����
	���% �� 
����
�	�	�������� ���
	���� {�, �, . . . , m}� ������	 ���	�
�� �	 ���		 k �	��%7

qkm T
(〈

m

?

〉
c · · ·c

〈
m

k − �

〉)/
m* . 4�-5

Q	��������" ����� 
�� ��(�� ����� �	��� k �	��% ����� m� 	��" qkm − qk�m����
1�	�����	�"��� ������
�� 
	�	� Lk ��	��$$ ����� k�% �	���� �� ����� 
��

L� c · · ·c Lk T ��	���� ��(�� ����� �	��� k �	��%

T 4qk� − qk�5 c �4qk� − qk�5 c -4qk� − qk
5 c · · ·
T qk� c qk� c qk� c · · · .

Q�
���� L� c · · · c Lk−� � �����"��� ���
	��� qkm� �� 4�-5 ����
�	� ��
��$ ���
#������7

Lk T
�
�*

〈 �
k − �

〉
c

�
�*

〈 �
k − �

〉
c

�
-*

〈 -
k − �

〉
c · · · T

∑
m≥�

〈
m

k − �

〉 �
m*

. 4�65

Ǳ�����"��
〈

�
k−�

〉
T ?� ����	 ���
�� k T �� ���
	��	 Lk �������	��� ������ ���#�

#�.�	��� ��� zk−� � ���������(	% #���.�� g4z, �5− � 4��� 4��55, ����� ��������
��		�

L4z5 T
∑
k≥�

Lkzk T
z4�− z5
ez−� − z

− z. 4��5
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����- ����� ��

_� #������ f%�	�� 4�-5 ����
�� ��	������	��	 Lk � ���	 �������� �� e7

Lk T
∑
m≥�

k∑
j��

4−�5k−j
(

m c �
k − j

)
jm

m*

T
k∑

j��

4−�5k−j
∑
m≥�

(
m

k − j

)
jm

m*
c

k∑
j��

4−�5k−j
∑
m≥�

(
m

k − j − �

)
jm

m*

T
k∑

j��

4−�5k−jjk−j

4k − j5*

∑
n≥�

jn

n*
c

k∑
j��

4−�5k−jjk−j−�

4k − j − �5*

∑
n≥�

jn

n*

T k

k∑
j��

4−�5k−jjk−j−�

4k − j5*
ej . 4�F5

f�� #������ ��� Lk ��	���	 ����
��� q� U
� =����	� 4}� �� AEKKCBO5 @��� �
�9
�� 4��F>5� W�<�-P� _�		�� � 
���������

L� T e − � ≈ �.>�W�W . . . ,
L� T e� − �e ≈ �.���6� . . . ,
L� T e� − -e� c �

�e ≈ �.���>� . . . .

_���� ��	��	� �
����"� 
�� ������ �	��� ���	� �����		 �	���%� � ��	�"� �	��� ���	�
� ��	��	� 	(	 �����		* )� �	���% ������� ��� ��
	� �������"�� ��������� �� ����	
��������� �����&�	��� ���������� ����� 
��� ������"�� �	���% ��	�	�� �����%
�	��� ���	�� ����		 ��	��� ����� 
����� 4��	��� ��� ���
�� ���
���% ����
����
�	���% �	���5� � �����% �	��� ���"&	 &����� ������"�� �����		� 
	� � �	���%� ;	��
�	�.�� ������� 
�� �	���% ��	�	�� ��	�"	% �	��� ���	� ��
	 �	�"&	� 
	� �	���%
��	�	�� �����% �	���� !���� Lk ��
�� � �	���� ���������� ����	������ ������ �
���	(	��	� 4����	� ��6��5� ������� ���	�	��� �������� ���������������" � ����

	���� Q ����� � ����	�	�� �	���	 �W ���
	��% Lk � ��
����"$ �� �� �	����
�� 
������� a����
�	���� ����	�	���	 � ��	����(	� ����.	� ����� ����
��� ������"
������	��	� 
�� Lk�� > Lk� �� ����� 
	 �	�	 ���
	��� ���	��$���� �� ����������
�� ������� e��	���� 
�� Lk ������ ������
�$��� � ��	�	�"���� ���
	��$ ��
Q	�"�� ����	
��	�"�� ��� 
�� ��� ������������	 �������� �� �����.	��	������

���� e ��� ������ � ������ � ��.�����"���� 
���� �* Ǳ������� 4�F5 ��	��������
$� �	������% ���	�	� � � ��
�� ��	��� 
���	����� �������� ������"�� ����$���
��	������� ����	��� ���	�� ���
�(� .�#� ��� ��
������ ��
�� ����� 
��	�,
�����"��� ���#�	���� � �����$(	% ��
��% � ��	������	��	 � ��
����"$ �� ��
���
�(� ��������� =����	� ���&�� � �	�	����� ����$
	��$ � ���� 
�� L�� > ��
� U
�� 2� a	�
 4���5 4�IHC ~� ~OBC\H� �O�5 ���	���� 
�� ������	��	 ���#�	��
	�
��� ��	��.�% � ��
����"$ �� 6� ���
�(� �������� ��	� ���
	��� L�� � ��
����"$
���"�� �� �� ���
�(� .�#��

`��������
	���	 ���	�	��	 Lk ��
�� ���	�	���"� �� ��� �� ������ ����
	�
��% �	���� #���.�% �����	������ �	�	�	������ e���	���	�" � 4��5 ����(�	��� �
���" ��&" ��� ez−� T z� �� 	� �����

ex−� \IK y T x � ex−� KNC y T y, 4�>5
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������� !

���F��� F0��
 kI? �����

k Lk k Lk

� ��%�& & �& &" #'�"#> ��  ������ ���� �#''%>
 ��'# "'  "" � � #$�� ��  ������ ����� '!$% >
! ��''#%' �!$'� &" &#� � ��''''' ''''' '''�'>
"  �����! &&#�" %$&�$� �! ��''''' ''''' '%�  �
#  �����# %#%&# &'%�$> �" ��''''' ''''' ''%�'>
$  ������ #�% % ##%��� �#  ������ ����� ����'>
% ��''''' '$"�� ""�  > �$  ������ ����� ����$>
& ��''''' '&&&' �"%""> �%  ������ ����� �����>
' ��''''' '''"& "!"!"� �&  ������ ����� ������

������� z T x c iy� )� ���� -� �� ������� ���	�	�� ��� ���#��� ��� �����	��%�
������ 
�� ��� �	�	�	��$��� � ��
�� z T z�, z�, z�, z�, z�, . . . � ��	 z� T ��

z� T 4-.?WWW6 -?��F �-?66−5 c 4>.6F�6W ��W�F �6���−5 i, 4�W5

� ��� ���"&� k ������ 
���" �4zk��5 ����� ���������	�"�� �4zk5 c �π�

ex�� @:� yNy

ex�� C;@ yNx

���� �� *���� .�������� ez�� 9 z� 0 5 10

0

5

10

�O

�JP

z	

z�

z�

z�

z�
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����- ����� F�

;�� ���

YNJ
z→zk

( �− z

ez−� − z

)
4z − zk5 T −� ��� k > ?

� ���� ��	�	� ���	� −� ��� k T ?� #���.��

Rm4z5 T L4z5c
�

z−z�
c

z�
z−z�

c
z�

z−z�
c

z�
z−z�

c
z�

z−z�
c · · ·c zm

z−zm
c

zm

z−zm

�	 ��		� ����� ��
	� �� �����	����% ��������� ��� |z| < |zm��|� e��
��� Rm4z5
��
�� �����
��" � ��	�	���% ���

∑
k ρkzk� ������% � ������ �����$��� ��� |z| <

|zm��|, ���$�� ��	��	�� 
�� ρkMk → ? ��� k → ∞� ��	 M T |zm��| − ε� 8��##�.��
	����� ��� L4z5 ���
�� ���##�.�	��� �����
	��� #���.��

�
�− z

c
�

�− z/z�
c

�
�− z/z�

c · · ·c �
�− z/zm

c
�

�− z/zm
c Rm4z5,

� ��	���

Ln T � c �r−n
� \IKnθ� c �r−n

� \IKnθ� c · · ·c �r−n
m \IKnθm c O4r−n

m��5, 4��5

	��� ����
��"
zk T rkeiθk . 4-?5

V��$�� ��
�� �����	���" ���������
	���	 ���	�	��	 Ln� _�		�

r� T W�?>��F F6��W W���F−,

r� T �6�-�6�F FW��> F��?F−,

r� T �?�F�?>- ��-W� W?F�W−,

r
 T �F�WW>�� ��6�6 �6�6F−,

θ� T ���>W-? -�>W6 >6FFWc,

θ� T ��-��FW �-WW- W>F-Fc,

θ� T ��->6�> �?>�> ��FWW−,
θ
 T ��6�?6� >�>WF ��WF�−, 4-�5

����� �������� ������% ����� � Ln − � ��$� r� � θ�� � ��� 4��5 � ������ �
	�"
������� U��"�	%&�% ������ @~� ~� ZII|BO� �
�9 �� 4��F�5� 6��<6�-P ��������	��

�� Rm4z5 → −z ��� m → ∞, ��	�����	�"��� ��� �

∑
k≥� r−n

k \IKnθk �	%�����	�"��
�������& � Ln ��� n > ��

'�
�� ����	��� ���		 �(��	�"��% ������ � �������"$ ���	�	���" �����	�
�	�	��	 �	��������	% ��� ����� k�% �	��� � ��� ��(	% ����� �	��� k �	��%
4��� ���� �<��5� V������	���� ����� L� c · · ·c Lk ���������
	��� ������
�	��� �
�k − �

� c O4W−k5�

Q ����$
	��	 ����� ����	�� ���������� ���%���� �	��% � ���
�	� ����� � �	�
�	�������	 �������$��� ���������	 ��	�	���� q	�
���	���	 ���"����� �������
�����(�� ���% ����� ����	����% ��	��������% �������� �� �� 1�%��� )"$����
4]NJIC yBz\IJj5� ��	$� �	����	����	���	 ����&	��	 � ���	�	��$(	�� ��� ������
��� V� ���� ������ ���� � ��������� � � ���� ������ �� �	 ���� ���� ��� &��
� ������	 �	�������� �� ����&������, ��� ���"�� ��	��$(�� ����� ����������"
����&	 ��	����(	%� �� ��
���� ����$ ������� V�  ��	� ��%�� ����$ �	��������"�
��� ������% ��� ������ ���
	��� �����
	���% �� �������	 ����
	���� �������
e���
� 1�%���� )"$����� �������� ��	�����	�"��� � �� �
�	��� �����	�	�	���
�	��������	% ��� �	��% ���
�%��% �	�	�������� ���"�����
	����� Q ��(	� ���
�	
���	� �����"�� ���
	� 4��� ���� ��5�  ��� �� �
	 ���	��� ��� �	&��" ����
� �

������ ���
�	� ����� ��	 ����� �����
�� �� ����&������� '� �����	��������
��	�" ������� #������ ��� ������
� 
���� ������ � ���� ���"���	�
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F� ��������	
 ����-

Ǳ���" ��		��� m �����
�� ����� ���� � ��
��� ����	
�	��� ����� p ����
)�����	�� � ���
��% �����	 ��� ����
� m T �-� � p T 6� 	��� ��	�	��	���"
�����
�	� ������ e��	
��	�"��$ ����	���$ ������
�� � ���� ���
�	 Ǳ� `� '���
'���� @��� ����������� 
������� � 4�EJjONRmB� ����� ���<��-5P7 
���� �	�	��������
� kc� �	����� ����� 
���� �	�	�������� � mp−p−kc� �	������ f�� ������&	��	
�	��� ����	���" ��� p T � 4#������ 4>55� ������ ��� p > � ��� ��
	��� �����"��
�	�
��������

'�
�� �������" ���%���� ����	����� ��������� ������� �������
��	 �����	��
����	 �	
�� �	�	����������� ����	� 
�� ��
��% �	�	�������	 � k c � �	�����
�����	�����	� �	�	�������� � mp − p − k c � �	������ '� �����%
��� �	���	��
��	� 
����	�$ ��������"�� ���������	�"�� ��%�� ����	 �����	�����	� ��	
�	 
	�
������"�� ���"&	�

8���	������" �
	�" ������	 �����	�����	 �� �� �	 ��� ����, �������	�"����
'���'����� �������� �� ���������(� #���.�� � � �	 �� ������������� �������
	���� V����� ��������	���	 u����% �����	�����	 4�	��	�� �����}5 �������	� �����
����" ����
�� ��� ��� � �	� ���	�
��	��� ��(	��������	 ������� �������
���� ���
���	������ �	
�� �	�	���������� � kc� �	����� � �	�	����������� � ��� ����
���
��	������	��� ������ ���	�
���� ����� k �����.�� y

x � ���� � 
�� x < y�
Ǳ���" ���� ���"�����
	���� {p · �, p · �, . . . , p ·m}� a��������� �	�	�������� �

��� ����
��� ��	������	���(
� . . . � � . . . � . . . m . . . m

x�� . . . x�p x�� . . . x�p . . . xm� . . . xmp

)
. 4-�5

1��������� � �	% �����$ �	�	�������� ���� 
	 ���"�����
	����7(
� . . . � � . . . � . . . m . . . m

x′
�� . . . x′

�p x′
m� . . . x′

mp . . . x′
�� . . . x′

�p

)
, 4--5

��	 x′ T m c � − x� 3��� �	�	�������� 4-�5 ���	�
�� k �����.�� ���� y
x � ���� �


�� x < y� �� 4--5 ���	�
�� 4m − �5p − k ���� �����.��� ������ 
�� �	�� �����
��������	�" ��&" ���
�% y > �� � �	���	����� x < y �������	���� x′ ≥ m c �− y�
Ǳ�����"�� 4-�5 �����	�����	� �	�	�������	 � k c� �	������ � 4--5 0 �	�	�������	
� mp − p − k c � �	����� � ��	����������	� �	�	����(		 4-�5 � 4--5� �������� 4���

	 �	�	����� 4--5 � 4-�55� �� �	� ����� �������� ������	 ����	���� '���'������
Ǳ���	� ����� ������	��� ���	�
���� � ���� �6�

Q ���� ���%���� ����	���� ��	��		 
���� �	��% � ���
�%��% �	�	�������	 ���
�
�� ������"�� �

�

(
4kc�5c4mp−p−kc�5

)
T �c �

�p4m−�5� )�����	�� ��� ����������%
������ ��	��		 
���� ������ � ���"���	 )"$����� ����� �� 4��� 
�� ������������	
����� ���"���� ���� �� ����
	��� ����" �
 ���	���	�"��� ������	�5�

)� ����� �	�	 ����	 �	���
�� �����
�	��% ��
�� ���	�	���" ��	��		 
����
�	��% � ��(	� ���
�	 ��� �!��
� ������� ���"�����
	���� {n� ·x�, n� ·x�, . . . , nm ·
xm}� ��	 ��	 xk �����
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