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ВВедение

Для поверхностного наблюдателя научная истина не оставля-
ет места никаким сомнениям: логика науки непогрешима, и если 
ученые иногда ошибаются, то это потому, что они забывают логи-
ческие правила.

Математические истины выводятся из небольшого числа оче-
видных предложений при помощи цепи непогрешимых рассуж-
дений: эти истины присущи не только нам, но и самой природе. 
они, так сказать, ставят границы свобод творца и позволяют ему 
делать выбор только между несколькими относительно немно-
гочисленными решениями. тогда нескольких опытов будет дос-
таточно, чтобы раскрыть нам, какой выбор им сделан. из каж-
дого опыта с помощью ряда математических дедукций можно 
вывести множество следствий, и таким образом каждый из них 
позволит нам познать некоторый уголок Вселенной. 

Вот в таком виде представляется широкой публике или уча-
щимся, получающим первые познания по физике, происхожде-
ние научной достоверности. так они понимают роль опыта и ма-
тематики. так же понимали ее сто лет тому назад и многие уче-
ные, мечтавшие построить мир, заимствуя из опыта возможно 
меньше материала.

Но, вдумавшись, заметили, что математик, а тем более экспе-
риментатор, не может обойтись без гипотезы. тогда возник во-
прос, достаточно ли прочны все эти построения, и явилась мысль, 
что при малейшем дуновении они могут рухнуть. Быть скепти-
ком такого рода значит быть только поверхностным. Сомневать-
ся во всем, верить всему — два решения, одинаково удобные: и 
то и другое избавляет нас от необходимости размышлять.

итак, вместо того чтобы произносить огульный приговор, мы 
должны тщательно исследовать роль гипотезы; мы узнаем тогда, 
что она не только необходима, но чаще всего и законна. Мы уви-
дим также, что есть гипотезы разного рода: одни допускают про-
верку и, подтвержденные опытом, становятся плодотворными 
истинами; другие, не приводя нас к ошибкам, могут быть полез-
ными, фиксируя нашу мысль; наконец, есть гипотезы, только ка-
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жущиеся таковыми, но сводящиеся к определениям или к замас-
кированным соглашениям.

последние встречаются главным образом в науках матема-
тических и соприкасающихся с ними. отсюда именно и проис-
текает точность этих наук; эти условные положения представля-
ют собой продукт свободной деятельности нашего ума, который 
в этой области не знает препятствий. здесь наш ум может утвер-
ждать, так как он здесь предписывает; но его предписания нала-
гаются на нашу науку, которая без них была бы невозможна, они 
не налагаются на природу. однако произвольны ли эти предпи-
сания? Нет; иначе они были бы бесплодны. опыт предоставляет 
нам свободный выбор, но при этом он руководит нами, помогая 
выбрать путь, наиболее удобный. Наши предписания, следова-
тельно, подобны предписаниям абсолютного, но мудрого прави-
теля, который советуется со своим государственным советом.

Некоторые были поражены этим характером свободного со-
глашения, который выступает в некоторых основных началах 
наук. они предались неумеренному обобщению и к тому же за-
были, что свобода не есть произвол. таким образом, они пришли 
к тому, что называется номинализмом, и пред ними возник во-
прос, не одурачен ли ученый своими определениями и не явля-
ется ли весь мир, который он думает открыть, простым создани-
ем его прихоти�. при таких условиях наука была бы достоверна, 
но она была бы лишена значения.

если бы это было так, наука была бы бессильна. Но мы посто-
янно видим перед своими глазами ее плодотворную работу. Это-
го не могло бы быть, если бы она не открывала нам чего-то ре-
ального; но то, что она может постичь, не суть вещи в себе, как 
думают наивные догматики, а лишь отношения между вещами; 
вне этих отношений нет познаваемой действительности.

таково заключение, к которому мы придем; но для этого нам 
придется подвергнуть беглому обзору ряд наук от арифметики и 
геометрии до механики и экспериментальной физики.

какова природа умозаключения в математике? Действитель-
но ли она дедуктивна, как думают обыкновенно? Более глубокий 
анализ показывает нам, что это не так, — что в известной мере ей 
свойственна природа индуктивного умозаключения и потому-то 
она столь плодотворна. Но от этого она не теряет своего характе-
ра абсолютной строгости, что прежде всего мы и покажем.

� См. Le Roy. Science et Philosophie // Revue de Métaphysique et de Morale. 1901.
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познакомившись ближе с одним из орудий, которые матема-
тика дает в руки естествоиспытателя, мы обратимся к анализу 
другого основного понятия — понятия математической величи-
ны. Находим ли мы ее в природе или сами вносим ее в природу? 
и в последнем случае не подвергаемся ли мы риску все извра-
щать? Сличая грубые данные наших чувств и то крайне сложное 
и тонкое понятие, которое математики называют величиной, мы 
вынуждены признать их различие; следовательно, эту раму, в ко-
торую мы хотим заключить все, создали мы сами; но мы создали 
ее не наобум, мы создали ее, так сказать, по размеру и потому-
то мы можем заключать в нее явления, не искажая в существен-
ном их природы.

Другая рама, которую мы налагаем на мир, — это простран-
ство. откуда происходят первоначальные принципы геометрии? 
предписываются ли они логикой? Лобачевский, создав неевкли-
довы геометрии, показал, что нет. Не открываем ли мы простран-
ства при помощи наших чувств? тоже нет, так как то пространст-
во, которому могут научить нас наши чувства, абсолютно отлич-
но от пространства геометра. проистекает ли вообще геометрия 
из опыта? глубокое исследование покажет нам, что нет. Мы за-
ключим отсюда, что эти принципы суть положения условные; но 
они не произвольны, и если бы мы были перенесены в другой 
мир (я называю его неевклидовым миром и стараюсь изобразить 
его), то мы остановились бы на других положениях.

В механике мы придем к аналогичным заключениям и увидим, 
что принципы этой науки, хотя и более непосредственно опира-
ются на опыт, все-таки еще разделяют условный характер геомет-
рических постулатов. До сих пор преобладает номинализм; но 
вот мы приходим к физическим наукам в собственном смысле. 
здесь картина меняется; мы встречаем гипотезы иного рода и ви-
дим всю их плодотворность. Без сомнения, они с первого взгля-
да кажутся нам хрупкими, и история науки показывает нам, что 
они недолговечны; но они не умирают целиком, и от каждой из 
них нечто остается. Это нечто и надо стараться распознать, пото-
му что здесь, и только здесь, лежит истинная реальность.

Метод физических наук основывается на индукции, застав-
ляющей нас ожидать повторения какого-нибудь явления, когда 
воспроизводятся обстоятельства, при которых оно произошло в 
первый раз. если бы могли повториться вместе все эти обстоя-
тельства, то этот принцип мог бы быть применим без всякого 
опасения; но этого никогда не случится: всегда некоторые из об-
стоятельств будут отсутствовать. абсолютно ли мы уверены, что 



они не имеют значения? конечно, нет. Это может быть вероят-
но, но не может быть строго достоверно. отсюда — значитель-
ная роль, которую играет в физических науках понятие вероят-
ности. таким образом, исчисление вероятностей не есть толь-
ко забава или руководство для игроков в баккара, и мы должны 
стараться точнее обосновать его принципы. В этом отношении я 
мог дать лишь неполные результаты, поскольку тот неясный ин-
стинкт, который руководит нами при решении вопроса о вероят-
ности, мало поддается анализу.

изучив условия, в которых работает физик, я счел нужным по-
казать его за работой. Для этого я взял несколько примеров из 
истории оптики и электричества. Мы увидим, откуда вышли идеи 
Френеля, Максвелла и какие гипотезы бессознательно создава-
ли ампер и другие основатели электродинамики.
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Часть I. Число и ВелиЧина

ГлаВа I. о природе МатеМатиЧескоГо уМозаклюЧения

I

Самая возможность математического познания кажется не-
разрешимым противоречием. если эта наука является дедуктив-
ной только по внешности, то откуда у нее берется та совершен-
ная строгость, которую никто не решается подвергать сомне-
нию? если, напротив, все предложения, которые она выдвигает, 
могут быть выведены один из других по правилам формальной 
логики, то каким образом математика не сводится к бесконечной 
тавтологии? Силлогизм не может нас научить ничему существен-
но новому, и если все должно вытекать из закона тождества, то 
все также должно к нему и приводиться. Но неужели возмож-
но допустить, что изложение всех теорем, которые заполняют 
столько томов, есть не что иное, как замаскированный прием го-
ворить, что а есть а!

конечно, можно добраться до аксиом, которые лежат в источ-
нике всех этих рассуждений. и если, с одной стороны, держаться 
того мнения, что их нельзя свести к закону противоречия, с дру-
гой — не желать видеть в них только факты опыта, которые не 
могли бы обладать характером математической необходимости, 
то имеется еще надежда отнести их к числу синтетических апри-
орных суждений. Но это не значит разрешить затруднение; это 
значит только дать ему название: даже если бы природа синте-
тических суждений перестала быть для нас тайной, все же про-
тиворечие не было бы устранено, оно было бы только отодви-
нуто; силлогистическое умозаключение неспособно прибавить 
что-либо к тем данным, которые ему предоставляются; эти дан-
ные сводятся к нескольким аксиомам, и, кроме них, ничего ново-
го нельзя было бы найти в заключениях.

Никакая теорема не должна была бы являться новой, если в 
ее доказательство не входила бы новая аксиома; умозаключение 
могло бы только возвращать нам истины, непосредственно оче-
видные, имеющие источником интуицию; оно являлось бы толь-
ко промежуточным пустословием. тогда, пожалуй, возник бы 
вопрос: не служит ли вообще силлогистический аппарат един-
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ственно для того, чтобы маскировать делаемые нами заимство-
вания?

противоречие поразит нас еще больше, если мы откроем ка-
кую-нибудь математическую книгу: на каждой странице автор бу-
дет выражать намерение обобщить уже известную теорему. зна-
чит ли это, что математический метод ведет от частного к обще-
му, и каким образом можно называть его тогда дедуктивным?

Наконец, если бы наука о числе была чисто аналитической 
или могла вытекать аналитически из небольшого числа синтети-
ческих суждений, то достаточно сильный ум мог бы, по-видимо-
му, с первого взгляда заметить все содержащиеся в них истины; 
более того: можно было бы даже надеяться, что когда-нибудь для 
их выражения будет изобретен язык настолько простой, что эти 
истины будут непосредственно доступны и заурядному уму.

если отказаться от допущения этих выводов, то необходимо 
придется признать, что математическое умозаключение само в 
себе заключает род творческой силы и что, следовательно, оно 
отличается от силлогизма.

и отличие это должно быть глубоким. так, например, мы не 
найдем ключа к тайне в многократном применении того прави-
ла, по которому одна и та же операция, одинаково примененная 
к двум равным числам, дает тождественные результаты.

Все эти формы умозаключения — все равно, приводимы ли 
они к силлогизму в собственном смысле или нет, — сохраняют 
аналитический характер и поэтому являются бессильными.

II

Вопросы этого рода обсуждаются давно. еще Лейбниц пытал-
ся доказать, что 2 да 2 составляют 4; рассмотрим вкратце его до-
казательство.

Я предполагаю, что определены число 1 и операция x + 1, со-
стоящая в прибавлении 1 к данному числу x. Эти определения, 
каковы бы они ни были, не будут входить в последующие рассу-
ждения.

Я определяю затем числа 2, 3 и 4 равенствами:

(1) 1 + 1 = 2; (2) 2 + 1 = 3; (3) 3 + 1 = 4.

Я определяю также операцию x + 2 соотношением

(4) x + 2 = (x + 1) + 1.
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установив это, мы имеем

2 + 2 = (2 + 1) + 1 (определение (4)),
(2 + 1) + 1 = 3 + 1 (определение (2)),

3 + 1 = 4 (определение (3)),

откуда

2 + 2 = 4 (что и требовалось доказать).

Нельзя отрицать того, что это рассуждение является чисто 
аналитическим. Но спросите любого математика, и он вам ска-
жет: «Это, собственно говоря, не доказательство, а проверка». 
Мы просто ограничились сближением двух чисто условных оп-
ределений и констатировали их тождество; ничего нового мы не 
узнали. проверка тем именно и отличается от истинного дока-
зательства, что, будучи чисто аналитической, она остается бес-
плодной. она бесплодна, потому что заключение есть только пе-
ревод предпосылок на другой язык. истинное же доказатель-
ство, наоборот, плодотворно, ибо в нем заключение является в 
некотором смысле более общим, чем посылки.

Равенство 2 + 2 = 4 могло подлежать проверке только пото-
му, что оно является частным случаем. Всякое частное выраже-
ние в математике всегда может быть таким образом проверено. 
Но если бы математика должна была сводиться к ряду таких про-
верок, то она не была бы наукой. Ведь шахматист, например, не 
создает еще науки тем, что он выигрывает партию. Всякая наука 
есть наука об общем.

Можно даже сказать, что точные науки имеют своей задачей 
избавить нас от необходимости таких прямых проверок.

III

итак, посмотрим на математика за его делом и постараемся 
объяснить себе успешность его приемов. задача эта не лишена 
трудностей; недостаточно открыть случайно попавшееся сочи-
нение и проанализировать там какое-нибудь доказательство.

Мы должны прежде всего исключить геометрию, где вопрос 
усложняется трудными задачами, относящимися к роли посту-
латов, к природе и к происхождению понятия пространства. по 
аналогичным основаниям мы не можем обращаться и к анализу 
бесконечно малых. Нам надо искать математическую мысль там, 
где она осталась чистой, т. е. в арифметике.
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Надо еще продолжить отбор; в высших отделах теории чисел 
первоначальные математические понятия подверглись столь 
глубокой разработке, что становится трудно их анализировать.

Следовательно, именно в началах арифметики мы должны 
надеяться найти искомое объяснение; но как раз в доказатель-
стве наиболее элементарных теорем авторы классических сочи-
нений обнаружили меньше всего точности и строгости. Не надо 
ставить им это в вину; они подчинялись необходимости; начи-
нающие не подготовлены к настоящей математической строго-
сти; они усмотрели бы в ней только пустые и скучные тонкости; 
было бы бесполезной тратой времени пытаться скорее внушить 
им большую требовательность; надо, чтобы они быстро, без ос-
тановок, прошли путь, который некогда медленно проходили ос-
нователи науки.

почему же нужна столь продолжительная подготовка, что-
бы привыкнуть к этой совершенной строгости, которая, кажется, 
должна была бы быть от природы присущей всякому нормаль-
ному уму? Это логическая и психологическая проблема, которая 
достойна обсуждения. 

Но мы не будем останавливаться на ней; она является посто-
ронней для нашего предмета. Я буду лишь помнить, что нам надо, 
из опасения не достигнуть цели, привести заново доказательст-
ва наиболее элементарных теорем и вместо той грубой формы, 
которую им придают, чтобы не утомить начинающих, придать та-
кую, которая может удовлетворить ученого-математика.

Определение сложения. Я предполагаю, что предваритель-
но была определена операция x + 1, состоящая в прибавлении 
числа 1 к данному числу x. Это определение, каково бы оно ни 
было, не будет играть никакой роли в последующих рассужде-
ниях.

Дело идет теперь об определении операции x + a, состоящей 
в прибавлении числа a к данному числу x.

предположим, что определена операция

x + (а − 1).

тогда операция x + а будет определена равенством 

x + а = [x + (а − 1)] + 1. (1)

таким образом, мы узнаем, что такое x + а, когда будем знать, 
что такое x + (а − 1); а так как я вначале предположил, что извест-
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но, что такое x + 1, то можно определить последовательными 
«рекурренциями» операции x + 2, x + 3 и т. д.�

Это определение заслуживает некоторого внимания, так как 
оно имеет особенную природу, отличающую его от определения 
чисто логического; в самом деле, равенство (1) содержит бес-
численное множество различных определений, и каждое из них 
имеет смысл только тогда, когда известно другое, ему предшест-
вующее.

Свойства сложения. Ассоциативность. Я утверждаю, что

а + (b + с) = (а + b) + с.

В самом деле, теорема справедлива для c = 1; в этом случае 
она изображается равенством

а + (b + 1) = (a + b) + 1.

а это — помимо различия в обозначениях — есть не что 
иное, как равенство (1), при помощи которого я только что оп-
ределял сложение.

предположим, что теорема будет справедлива для с = γ; я го-
ворю, что она будет справедлива и для c = γ + 1; пусть, в самом 
деле,

(а + b) + γ = а + (b + γ);

отсюда следует

[(a + b) + γ] + l = [a + (b + γ)] + l

или в силу определения (1)

(а + b) + (γ + l) = a + (b + γ + 1) = a + [b + (γ + 1)],

а это показывает с помощью ряда чисто аналитических выводов, 
что теорема верна для γ + 1.

Но так как она верна для с = 1, то последовательно усматри-
ваем, что она верна для с = 2, для с = 3 и т. д.

� термином «рекурренция» (recurrence) обозначается логическая операция 

возврата к своему началу. — Прим. ред. 
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Коммутативность. 1. Я утверждаю, что 

a + 1 = 1 + a.

теорема, очевидно, справедлива для а = 1 путем чисто анали-
тических рассуждений можно проверить, что если она справед-
лива для а = γ, то она будет справедлива для а = γ + 1; но раз она 
справедлива для а = 1, то она будет справедлива и для а = 2, для 
а = 3 и т. д.; это выражают, говоря, что высказанное предложение 
доказано путем рекурренции.

2. Я утверждаю, что

a + b = b + a.

теорема только что была доказана для b = 1; можно аналити-
чески проверить, что если она справедлива для b = β, то она бу-
дет справедлива для b = β + 1.

таким образом, предложение доказано путем рекурренции.
Определение умножения. Мы определим умножение при 

помощи равенств

a × 1 = a
a × b = [a × (b − 1)] + a. (2)

Равенство (2), как и равенство (1), заключает в себе бесчис-
ленное множество определений; после того как дано опреде-
ление а × 1, оно позволяет определить по следовательно а × 2, 
а × 3 и т. д.

Свойства умножения. Дистрибутивность. Я утверждаю, что

(а + b) × с = (а × с) + (b × с).

Мы проверяем аналитически справедливость этого равенст-
ва для с = 1; а потом проверяем, что если теорема справедлива 
для с = γ, то она будет справедлива и для с = γ + 1.

предложение опять доказано рекурренцией.
Коммутативность. 1. Я утверждаю, что

a × 1 = 1 × a.

теорема очевидна для а = 1.


