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Ñâîéñòâà
ðåãóëÿðíûõ

ÿçûêîâ

      .   4.1 
      — , 
 “   ” (“pumping lemma”)1.
       “  ”.

       ,  
    . ,   
   .  ,     

    ( )  ,  -
  .        -
  ,      ,  “  -

”        . -
       2.1.

        “  -
”.        ,   -

. ,  ,          .
    “ ” , . .   -

        . 
          -

 ,    (  ,  )
     ,  .

4.1. Äîêàçàòåëüñòâî íåðåãóëÿðíîñòè ÿçûêîâ
    ,   ,   -

,       .  , 
,   ε- ;        .

    .      
   ,   “   ”. -

                                                          
1          “   ”. -

,   , “ ”    . — . .
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     .   4.2   
        

  .

4.1.1. Ëåììà î íàêà÷êå äëÿ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ

  L01 = {0n1n | n ≥ 1}.        01, 0011,
000111   ,     ,    

  . ,   L01 . ,  
L01   ,      ,  -

  k. ,      k .  
       k + 1   , . . ε,

0, 00, …, 0k.    k  ,   “  -
”,    , , 0i  0j,    
    , , q.

, ,  i  j ,      1.   i
    ,    i ,   , 

j .     1      q   
“ ”,   , i  j,  . ,  
“ ”    , . . ,    

 ,  .
     .   -

    L01    .
 4.1 (      ).  L —  .
  n (   L),     w   L,

  |w| ≥ n,      w = xyz , 
  .

1. y ≠ ε.

2. |xy| ≤ n.

3.   k ≥ 0  xykz   L.

 ,       y     w, -
  “ ”.  ,   y     

 (  k = 0),         L.

.  L —  .  L = L(A)    A.
 A  n .    w    n,

, w = a1a2…am,  m ≥ n   ai   .  i = 0, 1, 2, …, n
  pi  

∧
δ (q0, a1a2…ai),  δ —    A, 

q0 —   . ,  p0 = q0.
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 n + 1  pi  i = 0, 1, 2, …, n.   A  n -
 ,   “  ”      i  j

(0 ≤ i < j ≤ n),   pi = pj.    w  xyz.

1. x = a1a2…ai.

2. y = ai+1ai+2…aj.

3. z = aj+1aj+2…am.

 , x    pi, y —  pi   pi (   pi = pj), 
z —    w.       

. 4.1. ,   x     i = 0,  z —  j = n = m. 
 y    ,  i   j.

Начало

. 4.1.  ,      ,
    

 ,  ,     A   xykz
  k ≥ 0.  k = 0      q0 (  

 p0)  pi,  x.  pi = pj,  z  A  pi   -
 ( . . 4.1).
 k > 0,   x  A   q0  pi, ,  yk, k   -

  pi, , ,  z    .  , 
 k ≥ 0  xykz    A, . .   L. 

4.1.2. Ïðèìåíåíèå ëåììû î íàêà÷êå

      .    
       .

Ëåììà î íàêà÷êå êàê èãðà äâóõ ïðîòèâíèêîâ

  1.2.3   ,   ,   
   “  ” (“  ”)  “ ”, 

     .      
  ,      : “   -

  L  n,     w  L,  
|w| ≥ n,   xyz,  w,  …”.   

        .
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1.  1   L,    .
2.  2  n,      1;    -

      n.
3.  1   w,     n,    -

    n.
4.  2   w  x, y  z,     , . .

y ≠ ε  |xy| ≤ n. - ,      ,   x, y
 z,      .

5.   “ ”,   k,      n,
x, y  z     xykz   L.

 4.2. ,   Leq,       
   (    ), .   -

,    “       ”,   -
 1          2. ,

 n —   ,       , 
 Leq , . . “  2”  n.    w = 0n1n, 

  Leq.
 “  2”   w  xyz.   ,  y ≠ ε  |xy| ≤ n.

    ,   “ ”  . 
|xy| ≤ n,   xy     w,      .

  Leq ,       xz  Leq (  k = 0 
)2.  xz  n ,      w   z. 

 xz   n,       y.  y ≠ ε,   x  z -
   n – 1 .  , ,   Leq , -

   ,   xz  Leq. , 
  ,   Leq .  

 4.3.    Lpr,    
,   —  . ,   Lpr . 
   n,     . -

    p ≥ n + 2.  p  , 
   .  w = 1p.

       w = xyz ,  y ≠ ε  |xy| ≤ n.
 |y| = m.  |xz| = p – m.   xyp–mz,     

   Lpr,    . 

|xyp–mz| = |xz| + (p – m)|y| = p – m + (p – m)m = (m + 1)(p – m).

                                                          
2 ,      k = 2     k,  k = 1.
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,   |xyp–mz|  ,      m + 1  p – m. -
   ,         1,   

 (m + 1)(p – m)  .   y ≠ ε  m ≥ 1  m + 1 > 1. -
 , m = |y| ≤ |xy| ≤ n,  p ≥ n + 2,  p – m ≥ 2.

   ,    ,    -
, ,    ,    

,          .  , 
Lpr .  

4.1.3. Óïðàæíåíèÿ ê ðàçäåëó 4.1

4.1.1.    :

) {0n1n | n ≥ 1}.   L01,     . 
  ,   ,     

 .       ;
)  ,   “ ”  “(”  “)”, -

      ;
) (∗) {0n10n | n ≥ 1};

) {0n1m2n | n  m —   };

) {0n1m | n ≤ m};

) {0n12n | n ≥ 1}.

4.1.2. (!)    :

) (∗) {0n | n —  };

) {0n | n —  };

) {0n | n —   2};

)      ,   —  ;

)        ww,    w -
 ;

)        wwR,     -
,    (   ,   ,

.   4.2.2);

)        w w ,   w  

 w       . , 011 = 100,
   011100   ;

)        w1n,  w —    
  n.
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4.1.3. (!!)    :

)       ,    
   :    -

   ,    ;3

)    0i1j,      -
 i  j  1.

4.1.4. (!)          “
”,     . ,  
  ,  ,    L   :

) (∗)  ;

) (∗) {00, 11};

) (∗) (00 + 11)*;

) 01*0*1.

4.2. Ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ
       “    -

,   L        ( , L  -
   ),   L  ”.    -

    ,     , 
      .  -

   ,       ,  ,
     (  ),  .  , 

    ,    -
  (    )     

   ,        -
       .

       ,   
   .

1. .

2. .

3. .

4. .

5. .

                                                          
3  ,     . — . .
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6.  ( ).

7. .

8.  (     ).

9.  .

4.2.1. Çàìêíóòîñòü ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ îòíîñèòåëüíî
áóëåâûõ îïåðàöèé

      : , -
  .

1.  L  M —    Σ.   L  M   , -
       L  M.

2.  L  M —    Σ.   L  M    , -
   L  M.

3.  L —     Σ.   L ,  L, —  -
     Σ*,    L.

×òî äåëàòü, åñëè ÿçûêè èìåþò ðàçíûå àëôàâèòû?

      L  M  ,   -
   . ,  ,  L1 ⊆ {a, b},  L2 ⊆

{b, c, d}. ,   L      Σ,  L 
       ,  Σ

(  Σ). ,      L1  L2 
   {a, b, c, d}. ,      L1   

c  d, ,   ,      L2   a.

,    L,   
 Σ1

*    Σ1,    
  Σ2,  Σ1 (  Σ1).    -

 L  Σ2
* – L, . .   L   Σ2 

(  )    Σ2
*,       

Σ2,   Σ1.    L  Σ1,    -
,    Σ2 – Σ1,    

__
L .  ,  -

 ,   ,    -
. , ,  ,     
. ,   L   ,    

   . ,       “ -
”,   .
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,         
, ,   ,     

.
  

 4.4.  L  M —  ,  L  M  .
.   L  M ,   

 .  L = L(R)  M = L(S).  L  M = L(R + S)  -
  +   .  

Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ðåãóëÿðíûõ îïåðàöèé

      
 ,       , -

  .    4.4 
    .  ,

•  L  M —  ,   LM ;
•  L —  ,  L*  .

  
         -

.   .   ,    -
,     ?    .   -
,     4.5       , -
 .  ,      , 

      .

1.     ε- .

2.  ε-       .

3.     .

4.         ,
    3.2.1  3.2.2.

 4.5.  L —     Σ,   
__
L  = Σ* – L  -

.

.  L = L(A)    A = (Q, Σ, δ, q0, F).  
__
L  = L(B),

 B —   (Q, Σ, δ, q0, Q – F), . .  A  B ,   -
,     A     B,  . -
 w  L(B), ,   , 

∧
δ (q0, w)  Q – F, . . w  -

 L(A).  
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,      ,  
∧
δ (q0, w) 

  .  ,    A   .
    ,        

,      A, . .    
L(A),   L(B).  ,   ,        -

     Σ,        
 F,   Q – F.

 4.6.  A — ,   . 2.14. ,  
        0  1,    01. 

   L(A) = (0 + 1)*01.  ,   L(A)
       ,     01.  . 4.2

   {0, 1}* – L(A).      . 2.14,  -
 ,     ,   

  .  
 4.7.   4.5    -

 .   4.2     Leq,   -
     0  1.    -
    .    M,    

    .

Начало

. 4.2. ,    (0 + 1)*01

       M    -
 .  ,       w  M,
   w = xyz  “ ” y,   ,  y —    01, 
   0  1.       k,   -

 xykz      ,  xyz   -
   ,   “ ” y    . -

,         ,    -
  ,   M .

 -   M .   ,  M = eqL
__

.  -
        ,  Leq = M .
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 M ,    4.5  Leq  .   ,  Leq 
,       M.  

  
    .    , 

 ,      . 
 L  M       .

MLML ∪=∩ (4.1)

,    —   ,  
   .  ,     (4.1), -

     .     ,  -
    , . . MLML ∩=∪ .

  ,         -
.  ,  ,  ,   

,     . ,     -
 ( . . 2.3),  “ ”    — 

 .       .

 4.8.  L  M —  ,   L  M  .
.  L  M —   AL = (QL, Σ, δL, qL, FL)  AM =

(QM, Σ, δM, qM, FM). ,     , . . Σ
    L  M,    .  -

        ,    , 
   ,  AL  AM — .

 L  M   A,   AL  AM . -
  A   ,     AL,  -

 — AM.     A, ,     -
 (p, q),  p —   AL,  q —  AM.  , 

   AL,     a.      s.
 ,   AM    a    

t.     A  (s, t).  ,  A -
   AL  AM.        . 4.3.

    .    A
     AL  AM.   A  -

   ,     AL  AM,    -
  A    (p, q),  p —   

AL,  q —AM.   A  

A = (QL × QM, Σ, δ, (qL, qM), (FL × FM),

 δ((p, q), a) = (δL(p, a), δM(q, a)).
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Начало

Вход  а

И Допустить

A L

A M

. 4.3. ,          ,
   

 ,  L(A) = L(AL)  L(AM),  ,    |w|
   

∧
δ ((qL, qM), w) = (

∧
δ L(qL, w), 

∧
δ M(qM, w)).  A  w 

  ,  
∧
δ ((qL, qM), w)    , . .

∧
δ L(qL, w)   FL,  

∧
δ M(qM, w) — FM.  ,  w -

  A    ,      AL  AM.
, A    L  M.  

 4.9.  . 4.4   .   . 4.4,   
,  0,    . 4.4,  —  ,  1.  . 4.4, 

  —    .   
    .

 ,        , . . 
,    0,   1.  pr   ,

        0,  1.  qr ,  -
  ,   ps —  .   qs -

  ,       ,  . 
  

  , , ,      -
   ,  ,  .    -

 L – M  L  M   ,   L  
 M.      . -

        .
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Начало

Начало

Начало

а)

б)

в)

. 4.4.  

 4.10.  L  M —  ,   L – M  .

. ,  L – M = L  M .   4.5   M , 
  4.8 — L  M . ,  L – M . 

4.2.2. Îáðàùåíèå

   a1a2…an  ,    ,
. . anan-1…a1.  w  wR.  , 0010R  0100,  εR = ε.

  L,  LR,    ,  
 L. ,  L = {001, 10, 111},  LR = {100, 01, 111}.

    ,   , . .
  L ,  LR  .     , -
     ,   —   . -

,   ,  ,     -
   .    , -

  .
   L,   L(A)     A, -

,    ε- ,      LR 
.

1.        A.

2.     A   
 .
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3.     p0  ε-     -
  A.

   ,   A “   ” , -
,   w    ,  A  wR.

     .
 4.11.   L ,   LR  .

. ,   L    E.
       E. ,

      ER,   L(ER) = (L(E))R, . .
  ER     E.

.  E  ε, ∅  a,  a —  ,  ER   E, . .
{ε}R = {ε}, ∅R = ∅  {a}R = {a}.

.      E   .

1. E = E1 + E2.  ER = E1
R + E2

R.    ,   -
   ,   ,    -

  .

2. E = E1E2.  ER = E2
RE1

R. ,       -
,    . ,  L(E1) = {01, 111},  L(E2) = {00, 10}, 

L(E1E2) = {0100, 0110, 11100, 11110}.     {0010, 0110,
00111, 01111}.

     L(E2)  L(E1)   ,    -
,   

{00, 01}{10, 111} = {0010, 00111, 0110, 01111},
    (L(E1E2))R.   ,   w  L(E) 

  w1  L(E1)  w2  L(E2) ,  wR = w2
Rw1

R.

3. E = E1
*.  ER = (E1

R)*.    ,    w 
L(E)     w1w2…wn,   wi  L(E). 

wR = wn
Rwn–1

R…w1
R.

  wi
R  L(ER), . . wR  (E1

R)*.  ,  -
  L((E1

R)*)   w1w2…wn,    wi  
   L(E1). ,    wn

Rwn–

1
R…w1

R   L(E1
*),   L(E).  , ,

   L(E)    ,    -
 L((E1

R)*).

 4.12.   L    (0 + 1)0*. 
    LR —    (0*)R(0 + 1)R.  -
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          ,   -
  ,  ,    0  1    -

,  ,   LR    0*(0 + 1).  

4.2.3. Ãîìîìîðôèçìû

  —      ,  -
       .

 4.13.  h,   h(0) = ab  h(1) = ε,  -
.      0  1 h     ab,   -

 —  . ,  h   0011,  abab.  
,  h      Σ,  w = a1a2…an — -

   Σ,  h(w) = h(a1)h(a2)…h(an).  ,  h  
   w,        -

 . ,   h   4.13  -
 w = 0011: h(w) = h(0)h(0)h(1)h(1) = (ab)(ab)(ε)(ε) = abab,     

.
          -

, . .  L —    Σ,  h —   Σ,  h(L) = {h(w) | w -
 L}.   L   10*1, . .  ,  -

   ,       .
 h —    4.13.  h(L) —    (ab)*. -

  ,  h   ,   ε,     -
  ab.      

       -
 .

 4.14.  L —     Σ,  h —   Σ, 
 h(L)  .

.  L = L(R)     R. ,
 E        Σ,   h(E) — -

,       a   E  h(a).
,   h(R)   h(L).

      .   
h    E  R,    h(E)   ,

        L(E). ,
L(h(E)) = h(L(E)).

.  E  ε  ∅,  h(E)   E,  h     ε
  ∅. , L(h(E)) = L(E).    ,  E  ∅  ε,  L(E)
     ,      .  -

,    h(L(E)) = L(E).   ,  L(h(E)) = L(E) = h(L(E)).
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    ,  E = a    a  Σ. 
  L(E) = {a},  h(L(E)) = {h(a)}.  h(E)   

 h(a).  ,  L(h(E))    {h(a)}, , ,
L(h(E)) = h(L(E)).

.          -
.   ,      ,

E = F + G.       ,
 h(E) = h(F + G) = h(F) + h(G).   ,  L(E) = L(F)  L(G) 

L(h(E)) = L(h(F) + h(G)) = L(h(F))  L(h(G)) (4.2)
   +   . ,

h(L(E)) = h(L(F)  L(G)) = h(L(F))  h(L(G)), (4.3)
 h           

 .    L(h(F)) = h(L(F))  L(h(G)) = h(L(G)). 
,    (4.2)  (4.3) , , ,

L(h(E)) = h(L(E)).
 ,   E    , -

  ,    ,  .
,   ,  L(h(R))   h(L(R)), . . -

      L   , -
  h(L).  

4.2.4. Îáðàòíûé ãîìîìîðôèçì

   “ ”,      .
,  h —    Σ  ,   

( ,  )  T4.  L —    T.  h-1(L),  
“  h  L”, —    w  Σ*,   h(w)  L.

 . 4.5,       L,   . 4.5,  — -
  .

 4.15.  L —    (00 + 1)*, . .   
 0  1,     .  ,  0010011 

10000111  L,  000  10100 — .
 h —  : h(a) = 01, h(b) = 10. ,  h–1(L) — 

   (ba)*, . .  ,     ba. -
,  h(w)  L    ,   w   baba…ba.

                                                          
4  “ ”      “ ”,   -
 “ ”.
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а)

б)

. 4.5. ,      

. ,   w   n  ba  -
 n ≥ 0. ,  h(ba) = 1001, . . h(w) —  n   1001. -
  1001       ,    

L. , ,      1001,  -
       L.  , h(w)  L.

.  ,  h(w)  L,  ,  -
 w   baba…ba.   ,    
 . ,       h(w)   L, . . -
 ,  ,    .

1.  w   ,  h(w)   01. ,  -
  0     L.

2.  w   b,    h(w)  10,  -   
h(w)   0.

3.    w    a,  h(w)   0101.
  w   .

4. ,   w    b ,  h(w)   1010
  0.
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 ,         -
 h(w)   L.       1–4  ,   w

  baba…ba.  ,   , ,   
    .    1 ,  w 

  b,   2 —      a.
  3  4 ,   a  b  . -

,    1–4   “  w  ,
  baba…ba”.    ,      1–4

,  h(w)   L.    ,  
,  ,  “  h(w)  L,   w   baba…ba”.  
 ,       , 
,     .

 4.16.  h —    Σ   T, L — 
  T,   h–1(L)  .

.    A   L.  A  h    h-1(L) 
 ,   . 4.6.     

A,        h  ,  ,   -
 .

Начало

Вход  

Вход
( ) для 

Допустить/отвергнуть

. 4.6.   h–1(L)   h   ,
     L

,  L —  L(A),   A = (Q, T, δ, q0, F).  

B = (Q, Σ, γ, q0, F),

  γ     γ(q, a) = 
∧
δ (q, h(a)).  ,

  B    a   
,   A     h(a). ,
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,  h(a)   ε,      , 
∧
δ   ,      .

    |w|  ,  γ (q0, w) = 
∧
δ (q0, h(w)). 

   A  B ,  B   w  
 ,  A   h(w).  , B   

,    h–1(L).  
 4.17.         
       

  . , ,   , 
          . , ,

 A = (Q, Σ, δ, q0, F) — ,     L,     w  -
 Σ*,   

∧
δ (q0, w)  F,     q  Q -

   xq  w,   
∧
δ (q0, xq) = q.    L -

? ,    ,    .
   M = L(A), . .  ,   A 

,   ,     ,   .
,  L ⊆ M,     L   -

    L(A).    L   
      A   . ,
   T    ,     -

  [paq],  p  q —   Q, a —   Σ,  δ(p, a) = q.
 ,   T    A.  -

,   [paq]    ,    
.      ,      

  p, q  a.
   h([paq]) = a   p, a  q.  ,  -

 h      T ,  -
,      Σ.     

L     L1 = h–1(M).   M ,   -
 4.16  L1  .   L1    M,  

    ,   
.

        , -
  . 4.4, .  Σ = {0, 1},   T    

[p0q], [q0q], [p1p]  [q1q]. ,    0    p  q, 
[p0q] —     T.    101   ,

     h–1,  23 = 8 ,   , -
,  [p1p][p0q][q1q]  [q1q][q0q][p1p].
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   L1   L    ,  -
 .    —      L1,   -

  .     [paq] ,  -
    p,  a      q, 

 ,      A,  -
   .

1.        q0 —   A.
2.      ,   , . . -

          .
3.        F.  

  ,      ,   
 L1   ,   A.

 Язык автомата A

          Обратный гомоморфизм

Цепочки языка M, в которые вставлены компоненты состояний

          Пересечение с регулярным языком

Добавить условие, что первым является начальное состояние

          Разница с регулярным языком

Добавить условие, что смежные состояния должны совпадать

          Разница с регулярными языками

Добавить условие, что на пути встречаются все состояния

          Гомоморфизм

Удалить компоненты состояний, оставляя только символы

. 4.7.   L   M   ,
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   L   . 4.7.

 1    L1   ,  -
   [q0aq]    a   q.  E1 — -

 [q0a1q1] + [q0a2q2] + …,  aiqi  —    Σ × Q,   δ(q0, ai) = qi.
 L2 = L1  L(E1T*).   E1T*     T*, 

   (  T       -
).   L2    ,     -

  h–1   M,       
  , . .  L2   1.

    2,     L2 (  -
  )  ,   .  E2 — -

 ,    ( )    , -
    .     [paq][rbs],  q ≠ r.  

 T*E2T*   ,    2.
   L3 = L2 – L(T*E2T*).   L3  -

 1,    L2   .   -
  2,      L(T*E2T*)    -

,      . ,    3
(    ),     

  M,   A.   L3     M
     ,    -

. ,   L3 ,        M  -
   ,    , -
 .

,      ,       M,
       .   -

       .   
 q   Eq      

T,      q (q     ,    ).
    L(Eq

*)  L3  ,  -
   A     q,   , 

.    L3  L(Eq
*)   q  Q,    -

  A,    .    L4.  -
 4.10  L4  .

      L  L4    -
 , . . L = h(L4).  L      Σ*,

  A,         -
,   ,  .     -

 ,  ,   L .  
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4.2.5. Óïðàæíåíèÿ ê ðàçäåëó 4.2

4.2.1.  h —    {0, 1, 2}   {a, b}, 
 h(0) = a, h(1) = ab  h(2) = ba:

) (∗)  h(0120);

)  h(21120);

) (∗)  h(L)  L = L(01*2);

)  h(L)  L = L(0 + 12);

) (∗)  h–1(L)  L = {ababa}, . . ,   -
  ababa;

) (!)  h–1(L)  L = L(a(ba)*).

4.2.2. (∗!)  L — ,  — ,  L/a,  L  a, —   
w,   wa  L. ,  L = {a, aab, baa},  L/a =
{ε, ba}. ,    L   L/a. .

    L     .

4.2.3. (!)  L — ,  — ,  a\L —    w,  
aw  L. ,  L = {a, aab, baa},  a\L = {ε, ab}. ,

   L   a\L. . ,  -
         -

 4.2.2.

4.2.4. (!)     ?

) (L/a)a = L (       L/a  {a}).

) a(a\L) = L (      {a},    
).

) (La)/a = L.

) a\(aL) = L.

4.2.5.    4.2.3    “ ”,  -

 a\L   
da
dL .     

  ,      -
 .  ,  R —  , 

da
dR    ,   

da
dL ,  L = L(R):

) ,  
da
dS

da
dR

da
SRd +=+ )( ;

) (∗!)    “ ”  RS. .  -
  :  L(R)      ε.  
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   “  ”   ,  -
  ;

) (!)  “ ”  , . . 
da
Rd *)( ;

)   ( )–( ),    
(0 + 1)*011;

) (∗)    L,   ∅=
0d

dL ;

) (∗!)    L,   L
d
dL =

0
.

4.2.6. (!)       :

) min(L) = {w | w  L,       w
  L};

) max(L) = {w | w  L,    x ≠ ε  wx  -
 L};

) init(L) = {w |   x  wx  L}.

.     4.2.2,       L  -
     .

4.2.7. (!)  w = a1a2…an  x = b1b2…bn —   ,  
alt(w, x)  ,     w  x ,   w,
. . a1b1a2b2…anbn.  L  M — ,  alt(L, M)   -

  alt(w, x),  w —    L,  x —  
 M   . ,     L  M  -

  alt(L, M).

4.2.8. (∗!!)  L — .  half(L)     
 L, . .  {w |  x,   wx  L, 

|x| = |w|}. ,  L = {ε, 0010, 011, 010110},  half(L) = {ε, 00, 010}. -
,         half(L). ,  
 L ,  half(L)  .

4.2.9. (!!)  4.2.8     , 
  .  f — ,     -

,    f(L)   {w |   x, 
 |x| = f(|w|)  wx  L}. ,  half 

  f(n) = n,       half(L) -
 |x| = |w|. ,    L ,   f(L)  ,

 f —    :

) f(n) = 2n ( . .    );
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) f(n) = n2 (        
  );

) f(n) = 2n (         ).

4.2.10. (!!)  L — ,   ,   {0}, . . 
 L    . ,   L* . . 

     .   -
  ,    . 

 L = {0i | i —  }, ,  ,  ( . -
 4.3).  ,   j ≥ 2,  0j  L*. 

 2  3 — ,  00  000  L.  j —  ,
 0j  ,  j/2   00,   j — , 

   000  (j – 3)/2  00. , L* = ε + 000*.

4.2.11. (!!)       -
: cycle(L) = {w |  w     w = xy,  yx -

 L}. ,  L = {01, 011},  cycle(L) = {01, 10, 011, 110, 101}.
.      L   ε-   cycle(L).

4.2.12. (!!)  w1 = a0a0a1,  wi = wi-1wi-1ai   i > 0. , w3 =
a0a0a1a0a0a1a2a0a0a1a0a0a1a2a3.     
Ln = {wn}, . . ,    wn,   wn,  

   2n+1 – 1. ,    ,
   Ln     O(n2).   -

. .  n      O(n),
   Ln.

4.2.13.       
 . ,  

L0n1n = {0n1n | n ≥ 0}
.    ,   

 ,  ,   L0n1n:

) (∗) {0i0j | i ≠ j};

) {0n1m2n-m | n ≥ m ≥ 0}.

4.2.14.   4.8  “  ”,     -
   ,     :

) ,       (  ε- );

) (!) ,      ε- ;

) (∗) ,      ,  -
       ;
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)     ,   
     .

4.2.15.    4.8 ,      
 w    :

δ̂ ((qL, qM), w) = ( δ̂ L(qL, w), δ̂ M(qM, w)).

  .

4.2.16.    4.14,  ,   E -
       .

4.2.17.   4.16       w ,

 γ (q0, w) = 
∧
δ (q0, h(w)).   .

4.3. Ñâîéñòâà ðàçðåøèìîñòè ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ
      ,    .

  ,       . 
 ,    -    

  ,     .  -
      ,  : , , ε-

   .
,       .  -

       . 
        ,

   ,         .
          

 .     “ ” (   -
    ),       “ -

”  (       ),
 ,    .

       ,  -
,       .  , -
   ,  .  -
     .

1.      ?

2.     w  ?

3.           ? (  -
   “ ” .)
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4.3.1. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ÿçûêîâ

  3 ,        -
      .  . 3.1    -

   .        -
,        ,

  ,    .  ,   ,
    (      

) , ,        -
  ,   ,     -
,         

 .   “ ”,      
     .   
   .

   
     ε-      -

     .   ,   ε-
 n    O(n3).       ε, -

    n .   n ,      n2 .
       

 ,        O(n2). 
     ε-   

   ,    (Warshall)5.
  ε-         -

 .        
,    2n.       
 O(n3),  ε-        

. ,   δ({q1, q2, …, qk}, a)  .   -
 qi     n      ε,    

    ,  n    a.  , -
 ,      n ,  

 ,  n ,  ,  n2.
     qi    ,

  qi     a ( ,  ,  ε). -
 k ≤ n,     n   qi,      -

                                                          
5         A. V. Aho,

J. E. Hopcroft, and J. D. Ullman, Data Structures and Algorithms, Addison-Wesley, 1984. ( . ,
. , . .    , .:  

“ ”, 2000.)
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     O(n2).  ,   -
    O(n3).    
   O(n2)  , , -

      O(n3).
,           n.

 ,   ,         
  .       

,    “  ”.
,     ,  ,    ε-

,  O(n32n). ,     ,  ,
  2n.     n.      -

  O(n3s),  s —   ,      .
   

  ,   O(n)    n . ,
  , —     ,    {}

,      ε,    ε- .  -
   ( . .   )  , -

      O(n).
    

    3.2.1, ,     n  (
n —   )      -

   ,         -
 .  ,   n3    

O(n34n).     3.2.2   ,
       (   ).

      ,  
,   ε- ,     .   

    .      ,  
 —   ,      O(n34n32n),  -

  .
    

     ε-    .
    ,  , -

  O(n)     n6.    -

                                                          
6  ,          O(n), -

   A. V. Aho, R. Sethi, and J. D. Ullman, Compiler Design: Principles, Tools, and
Techniques, Addison-Wesley, 1986. ( . , . , . . : , -

  , .:   “ ”, 2001.)
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         (    
  ,      ).

      , -
 ε-    .    , -

   3.2.3,         
    . ,   ,   
  ε-   O(n).  ,     -
         ,  , -

  ,       -
  .

  ,   ε-     
,     .   ε-   ε-

  n ,        O(n3)   
 .        .

4.3.2. Ïðîâåðêà ïóñòîòû ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ

      “     L ?” 
:  ∅ ,      — . ,  -

    4.3,        L 
.      L,   , -

    ∅,  .
        ,    -

  ,   -       . 
,   ,        , 
 .   ,        ,

     ,   ε-
,    2.5.3.    
  .

.       .
.   q   ,     q   p

   (    ε,   ε- ),  p 
.

       .  
   ,       “ ” (

   ),      “ ” (  ). ,
    n ,     

    O(n2) (       
  ,      n2).
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  L   ,   ,   -
    ε- ,    ,   . 

,        n, -
   O(n)   ,    

 O(n).
    —  ,  .  ,  

       ∅,      . 
    ∅,       . -

   ,  ,   
   .

. ∅   ,  ε  a     a -
   .

.  R —  .    ,
     .

1. R = R1 + R2. L(R)     ,    L(R1)  L(R2) .

2. R = R1R2. L(R)     ,       L(R1) 
L(R2) .

3. R = R1
*. L(R)  :    ε.

4. R = (R1). L(R)     ,  L(R1) ,     .

4.3.3. Ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè ðåãóëÿðíîìó ÿçûêó

     ,     w -
   L.   ,   w  ,  L 

     .
  L    ,       .

 ,     w,   
.      ,   w 

 ,    — .     .
 |w| = n        , ,

  (  ),     
,      O(n).
 L  ,   ,     

     .     , -
         |w|.

,        ε- ,     
   .   w  

,    ,      
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  ,    w.   
   . 2.10.

   w  n,      s,   
   O(ns2).     , 
   ,     s,    

   .     s ,  
 ,  s ,     O(s2).

    ε- ,   ,   , -
  ε- .      a -

   ,      O(s2).   
       a.   ε-
   .    

   ε-    .
 ,   L   ,   s,  
 O(s)      ε-      

2s.    ,   O(ns2)    -
 w  n.

4.3.4. Óïðàæíåíèÿ ê ðàçäåëó 4.3

4.3.1. (∗)   ,     L -
. .       ,  
  -  ,    

 ,      .

4.3.2.   ,     L  
 100 .

4.3.3.  L —     Σ.    -
 L = Σ*, . .    L     Σ.

4.3.4.   ,     L1  L2 
   .

4.3.5.  L1  L2 —          Σ. -
  ,     Σ*,   
 L1,  L2.

4.4. Ýêâèâàëåíòíîñòü è ìèíèìèçàöèÿ àâòîìàòîâ
     —   ,  

   ,   ,     
      ,    
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.     ,  ,     
    ,        .  -

      , . .    
       .  , -

  :         , 
    ,     .

4.4.1. Ïðîâåðêà ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîÿíèé

       .   — ,
    p  q   ,  

 p  q.  ,   p  q , 

•     w  δ̂ (p, w)    
 ,   δ̂ (q, w) — .

 ,   p  q  ,   -
,      ,     ( ,

 )   . ,   δ̂ (p, w)  δ̂ (q, w)    -
 —       ,  .

   p  q    ,   ,  
, . .      w,     

δ̂ (p, w)  δ̂ (q, w)  ,   — .
 4.18.    . 4.8.     -

  δ. ,      ,  C
 G,      ,   — .   

 ,   δ̂ (C, ε) —  ,  δ̂ (G, ε) — .

Начало

. 4.8.    
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  A  G.      ε , 
   . 0    ,    0  -

   B  G, ,     . 
 01  A  G,   δ̂ (A, 01) = C, δ̂ (G, 01) = E,  C — -
,  E — .    A  G  
 ,     A  G  ,   
 ,   — .

  A  E.       ,   -
 ε   .   1     A,   E   F. -

 ,    ,   1,    , -
 δ̂ (A, 1x) = δ̂ (E, 1x)    x.

    A  E  ,    0.  -
 A  E    B  H, .      -

,     0   A  E.   B  H 
:   1      C,    0 —  G. ,  -

  ,   0,     A  E. -
,        A  E, . .  .  
     ,     -

 .   ,      ,   -
    ,    ,   

,  . ,    
,        

A = (Q, Σ, δ, q0, F).
.   p — ,  q —  ,   

{p, q} .

.  p  q — ,      a,
     r = δ(p, a)  s = δ(q, a).  {p, q} —  -

 .   ,      w,
 r  s, . .     δ̂ (r, w)  δ̂ (s, w)  -

.   aw  p  q,   δ̂ (p, aw)  δ̂ (q, aw) —    
,   δ̂ (r, w)  δ̂ (s, w).

 4.19.      ,  
. 4.8.      . 4.9,  x  

 ,       .
      x.

  ,  C —   , -
 x    ,    C.    

,   . ,   {C, H} ,  -
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 E  F   0   H  C, ,   {E, F}  .
,  x  . 4.9,    {A, G},   :

         0  1,  (
   ),      C,   — . -

   {A, G}    ,    1  -
  F  E, ,    {E, F}  .

. 4.9.   

      . ,
    {A, E}, {B, H}  {D, F} . , 

 ,    {A, E} .    0 -
 A  E   B  H, ,      , -

 ,  .   1   A  E   F,    
    .   , {B, H}  {D, F}, 

,         0,    1.  -
,      ,  
. 4.9,       .  

 4.20.         
,   .

.    A = (Q, Σ, δ, q0, F). ,  -
  , . .       {p, q},  -

   .

1.  p  q , . .    w,   -

    δ̂ (p,w)  δ̂ (q,w)  .

2.      ,   p  q .

     .
   ,      ,  

     ,   .  
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{p, q} — ,  w = a1a2…an —    ,  p  q. -

     δ̂ (p, w)  δ̂ (q, w)  .
,   w    ε,  ,     -

   ε,    ,    
 . , n ≥ 1.

  r = δ(p, a1)  s = δ(q, a1).      -
  a2a3…an,    r  s   δ̂ (p, w)  δ̂ (q, w).
 ,  r  s,   ,   .

, {r, s}     ,     -
  ,    .

       ,   
 ,   p  q  ,   ,  -

 δ(p, a1) = r   δ(q, a1) = s.     
,     .     ,   

        , 
 .  

4.4.2. Ïðîâåðêà ýêâèâàëåíòíîñòè ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ

        -
 . ,   L  M , ,  — 

,   —  .      
.    ,      -

   L  M.       , 
         ,

          .
       , 
  .   ,  L = M,   ,  L ≠ M.

 4.21.    ( . 4.10).     -
   ,    0, . .   -

 ε + (0 + 1)*0.  ,   . 4.10   , -
    A  E.       

,     ,   . 4.11.
   ,    x  , 

  ,      . , 
    .    {A, C}, {A, D}, {C, D}  {B, E}

   .  ,   
       . ,

    ( . . 4.11)    {A, D},    -
 0      ,   1 —    {B, E}, 
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 .     ,   A
 C        ,  , 

        .  

Начало

Начало

. 4.10.   

. 4.11.    ,   . 4.10

  ,        -
,    .     n, 

    )( 2
n ,  n(n – 1)/2.     

 ,  ,      -  -
. ,       O(n2).  ,   -

       ,   -
. ,     O(n2),    

   O(n4).
         -

   O(n2).        {r, s}  -
    {p, q}, “ ”  {r, s}, . .,   {r, s} ,

 {p, q}  .       
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  {p, q},      a (    ) 
{p, q}      -  {δ(p, a), δ(q, a)}.

 ,   {r, s} ,       
         ,  -

    .
        ,  

   -     ( ),     -
        (     ,

 ).       , 
     O(1) .    O(n2), 

  O(n2).

4.4.3. Ìèíèìèçàöèÿ ÄÊÀ

        -
 “ ” .  ,       -

      .  ,    -
    (      -

 ).
      ,    -

       .

1.     .

2.   ,    , .

 4.22.  . 4.9,      -
  ,   . 4.8.     -

   : ({A, E}, {B, H}, {C}, {D, F}, {G}). , 
       ,  , -
   ,   .
 ,   . 4.10,      ({A, C, D},

{B, E}).   ,        . 
 ,   A, C  D     , 

              -
-  ,  .    ,   -

     .  
 4.23.   , . .,   

 A = (Q, Σ, δ, q0, F)  p  q,  q — r,   p  r 
.

.  ,   ,  “ -
”,   . ,   -  -
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 “ ”,  ,    —  -
 .

,  {p, q}  {q, r} —   ,   {p, r} —
.      w,      -

 δ̂ (p, w)  δ̂ (r, w)  .  , ,
 δ̂ (p, w) — .

 ,    δ̂ (q, w) .   -
,   {q, r} ,    δ̂ (q, w) — ,  δ̂ (r, w) —

.  δ̂ (q, w)  ,      {p, q} .
     {p, r}, . .  p  r

.  
 4.23       

.    q  ,   q   -
  .  ,     -
  , . .        .

 ,       , . .,
 p  r   ,  q,    4.23 

.
,    ,    , . .

  B,   p  q,   C,   p,   q.
  p  q   ,   . -

     C.      p,
 q     C,     . , 

   s,   C, . . C —   ,
 s.

 p  s ,     C.  p  q,
      B.   , -
   4.23,  q  s.   q   C,

     ,   -
 . ,     , . .   -

   ,      
.      .

 4.24.     q    , -
  q    ,      -

  .7  ,     

                                                          
7  ,          ,   -
 .      ,     

    .
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  .     ,   , -
   ,  .  

       A = (Q, Σ, δ, q0, F).

1.         
.

2.    Q      
   .

3.   B    ,     -
  .  γ —    B. ,
 S —     A, a —  . -
      T,  γ(q, a)   -

 q  S.    ,    a    p  q
 S  ,      4.24.  

  ,   p  q      
  S.      γ(S, a) = T.
 :

)    B  ,   -
  A;

)     B   -
,     A. ,   

    ,     
    .   ,   -

     ,  -
        

 .

 4.25.  ,   . 4.8.   4.22 -
   .  . 4.12     -

 .        -
    . 4.8.

     {A, E},   A 
  . 4.8.   — {C},  C —  -

    . 4.8. ,    . 4.12 -
    . 4.8. ,  . 4.12    {A, E} 

{B, H}   0.  ,   A  . 4.8   B   0, 
E —  H. ,   1 {A, E}   {D, F}.  . 4.8  ,

   A  E   F  1,    {A, E} -   1
  .  ,   A,  E    D  1, . -
  ,       .  
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G D F

CB H

Начало
A E

. 4.12.     , 
,   . 4.8

4.4.4. Ïî÷åìó ìèíèìèçèðîâàííûé ÄÊÀ íåâîçìîæíî óëó÷øèòü

,    A,       M   -
    4.24.   ,    -

 ,    A     .  
,      N,    A,    
 ,    A  M,     ,   M? 
  ,     .

       4.4.1  
 M  N ,       .  ,  -

    M  N ,     
      M  N,   -

  .       
 ,        .

   M  N ,   L(M) = L(N). ,
  {p, q} ,       

 .      ,  p  q  -
  .

Ìèíèìèçàöèÿ ñîñòîÿíèé ÍÊÀ

 ,    ,  , -
        ,  -
   .         -
  ,   ,   -

       .
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   . 4.13.       .
,    B     A  C.
 A  C    0. C   {A} ( ),

  A   {A, B},    .  -
,        . 4.13.

        ,   
C. ,  A  B (  C)   ,   ,
  C     .

Начало

. 4.13. ,       

 M,  N     , ,   ,
          . ,  -
  M        N. , 

 .  p —   M.    a1a2…ak,  M
    p.     N     -

 q.  ,      , ,  -
- ,    a1,  . ,

      a2,   ,   ,
     ,   p  q .

  N   ,  M,   
   M,         

N. ,   .   M   ,  
     . . ,  

 N ,  M      
   ,  A.    .

 4.26.     A   ,   -
 4.24,   M,  M       , -

 A.  
    ,   4.26.  -

    N    M   
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 .   ,   M  
 N,     M       N.

  ,     N     
 M,     N      -

  M. ,       -
 ,  A (     ).

4.4.5. Óïðàæíåíèÿ ê ðàçäåëó 4.4

4.4.1. (∗)  . 4.14     :

)      ;

)       .

 0 1
→A B A

B A C
C D E

*D D A
E D F
F G E
G F G
H G D

. 4.14. ,   

  4.4.1  ,   . 4.15.

 0 1
→A B E

B C F
*C D H
D E H
E F I

*F G B
G H B
H I C
*I A E

. 4.15.   ,   

4.4.3. (!!)  p  q —      A  n -
.          -
,  p  q,    n?
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Ðåçþìå
♦   .   ,       

   ,   “ ”, . .  -
  ;        .

       .

♦ ,   .   , -
        
.    , ,  ( ), -

, , , ,  (   
 )   .

♦    .  ,   
   ,     -

, ,      .

♦    .  ,  
       ,

   .

♦   .     ,
   ,      

  .    ,   ,   
  , ,    , 

      ,   
  .

♦    .   
      .   
   .      -

,       .

Ëèòåðàòóðà
       (

,   ),     [6],   -
     ,  

-   (      ). 
,         

  -   ( - ,    [1]).  -
       ,  

 ,        [2].
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  ( .  4.2.2)   [3].    
  ,        .

  “  ”,    4.2.8,    
    ,    [8].   -

[9]   ,      .
 ,        -

,       ,     [7]. -
       [5].   [4] 
     .
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