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Функции типа маленькой волны (всплески, или вейвлеты) в математике воз-
никли достаточно давно при изучении базисов функциональных пространств. 
Однако только в последние десятилетия они нашли широкие применения в об-
работке сигналов и  изображений. Эти приложения стимулировали мощное 
развитие теории вейвлетов. Теория вейвлетов является альтернативой анали-
зу Фурье и дает более гибкую технику обработки сигналов. Одно из основных 
преимуществ вейв-лет-анализа заключается в том, что он позволяет заметить 
хорошо локализованные изменения сигнала, тогда как анализ Фурье этого не 
дает  – в  коэффициентах Фурье отражается поведение сигнала за все время 
его существования. Разработана глубокая и красивая математическая теория 
вейвлетов [Дб], [М], [НС], [Чуи], [J03]. 

Из имеющихся на русском языке книг по вейвлетам отметим фундамен-
тальные монографии: И. Добеши [Дб], К. Чуи [Чуи] и И. Я. Новикова, В. Ю. Про-
тасова, М. А. Скопиной [НПС], А. Н. Яковлева [Я] и Ю. А. Фаркова [Фар]. Издан 
перевод замечательной книги С.  Малла [М]  – это наиболее полное учебное 
пособие по обработке сигналов при помощи вейвлетов. В ней прекрасно со-
четаются доступность и глубина изложения. Кроме того, издан еще ряд посо-
бий, среди которых нужно отметить книгу К. Блаттера [Бл], учебные пособия 
Л. В. Новикова [Но], А. П. Петухова [Пе] и В. Г. Захарова [За]. Приложениям вейв-
летов в компьютерной графике посвящены книги [СДС] и [У]. 

Данная книга предлагается как учебник по теории вейвлетов и их примене-
ниям для студентов по математическим специальностям и направлениям под-
готовки. Она возникла на основе курса лекций, читаемых автором в течение 
ряда лет. Чтобы сделать книгу более независимой, в нее включены сведения 
по рядам и преобразованию Фурье, по фильтрам и разложению сигналов. Тео-
ретический материал не должен быть самоцелью, нужно овладеть и практиче-
скими приемами работы с вейвлетами. Поэтому в книгу включено описание 
основных функций вейвлет-анализа в  системе MATLAB и  их использования 
для обработки сигналов. В соответствии с этим книга состоит из двух частей: 
«Основы теории вейвлетов» и «Вейвлеты в MATLAB». Первая часть книги со-
держит необходимый теоретический материал, а вторая часть прямо ориенти-
рована на практические занятия по вейвлетам. Выбор системы компьютерной 
математики MATLAB объясняется тем, что она популярна среди инженеров 
и математиков, занимающихся прикладными разработками, а также потому, 
что именно в MATLAB вейвлеты представлены наиболее полно. 

Предисловие



10 Предисловие

Данное издание книги является переработанным и дополненным. Многие 
вопросы изложены более доступно. Добавлено описание новых возможностей 
пакета Wavelet Toolbox MATLAB R2018B и разобраны новые примеры приме-
нения вейвлет-анализа в медицине и в компьютерной графике. Из наиболее 
интересных новинок пакета расширения Wavelet Toolbox отметим вейвлет-
методы для машинного и глубокого обучения, разработку примеров исполь-
зования вейвлетов для классификации ЭКГ, новые функции вейвлет-преоб-
разования двойного дерева и возможности создания С/С++ кодов из функций 
пакета Wavelet Toolbox.

Рассмотрим кратко содержание книги. Теория вейвлетов широко использу-
ет технику рядов Фурье и преобразования Фурье. Поэтому в первой главе изла-
гаются основные факты из этих тем. Даже если сигнал представлен функцией, 
на практике для его анализа берется достаточно плотная выборка значений 
(дискретизация). Рассмотрены вопросы, которые возникают при дискретиза-
ции сигнала, определено дискретное преобразование Фурье и изучаются его 
свойства. Вейвлет-преобразование сигнала сводится к действию на этот сигнал 
определенных фильтров. Поэтому в первой главе изложены также основные 
факты фильтрации сигналов. Рассмотрены вопросы разложения сигнала на 
сглаженную и высокочастотную компоненты и последующего восстановления 
сигнала. Хотя первая глава является вспомогательной, результаты последних 
параграфов существенны для понимания теории вейвлетов и их практических 
применений. 

Вторая глава «Основы теории вейвлетов» является центральной в  дан-
ной книге. Она содержит изложение основ теории вейвлетов и  способов их 
построения. Начинается изложение с  определения масштабирующих функ-
ций и построения известного вейвлет-базиса Хаара. На этом примере мы из-
учаем основные конструкции, которые затем последовательно развиваются 
в следующих параграфах. Рассмотрены примеры масштабирующих функций 
и соответствующих вейвлетов: Шеннона-Котельникова, Мейера, ортогональ-
ных вейвлетов с компактным носителем, биорто гональных вейвлетов. Кратко 
изложены вопросы о двумерных вейвлетах. Рассмотрено непрерывное вейв-
лет-преобразование и  его многомерные обобщения. Достаточно подробно 
изучаются масштабирующие функции с  произвольным натуральным коэф-
фициентом сжатия N, и  приводятся примеры построения соответствующих 
вейвлетов. В конце главы рассмотрены масштабирующие функции и вейвлеты 
в многомерном случае с матричным коэффициентом масштабирования, гар-
монические вейвлеты и мультивейвлеты. Несмотря на то что в книге изложе-
ны не все темы теории вейвлетов, надеюсь, что ее содержания будет достаточ-
но для первоначального изучения предмета студентами, прослушавшими курс 
функционального анализа. 

Во второй части книги дается описание основных функций системы 
MATLAB, связанных с вейвлетами и их использованием. Показано, как можно 
получить значения и построить графики основных типов вейвлетов, как найти 
масштабирующие фильтры и фильтры разложения и восстановления вейвле-
тов. Рассмотрены возможности Wavelet Toolbox MATLAB для анализа сигналов, 
очистки от шума, сжатия. Дано описание применения пакетных и двумерных 
вейвлетов. Приведены примеры вейвлет-анализа ЭКГ и ЭЭГ. Описываются те-



  11

стовые сигналы Wavelet Toolbox MATLAB. С целью облегчения работы с вейв-
летами в MATLAB создан комплекс графических оболочек, называемый вейв-
лет-анализатором, для вейвлет-анализа и  визуализации исходных данных 
и результатов. В последней главе достаточно подробно рассматривается рабо-
та с вейвлетами с использованием вейвлет-анализатора Wavelet Toolbox.

Ссылки на литературу даны по возможности на доступные издания. 
Надеюсь, что данная книга будет доступна и полезна студентам вузов и спе-

циалистам, начинающим использовать вейвлеты в своей работе.



I
ЧАСТЬ

Теория вейвлетов является мощной альтернативой классическому анализу 
Фурье и дает более гибкую технику обработки сигналов. В то же время она ши-
роко использует технику рядов Фурье и преобразования Фурье. Поэтому в пер-
вой главе излагаются основные факты из указанных тем, включая дискретное 
преобразование Фурье и фильтрацию сигналов. Во второй главе рассматрива-
ются основы теории вейвлетов и способы их построения. Приведены примеры 
масштабирующих функций и соответствующих вейвлетов: Шеннона-Котель-
никова, Мейера, ортогональные вейвлеты с компактным носителем, биортого-
нальные вейвлеты и вейвлеты с произвольным натуральным коэффициентом 
сжатия N. Рассмотрено непрерывное вейвлет-преобразование и его многомер-
ные обобщения. В конце главы разобраны масштабирующие функции и вейв-
леты в многомерном случае с матричным коэффициентом масштабирования, 
а также гармонические вейвлеты. 

ОСНОВЫ 
ТЕОРИИ ВЕЙВЛЕТОВ



1

В данной главе кратко представлены основные сведения по рядам Фурье и пре-
образованию Фурье, изложены вопросы дискретного преобразования Фурье, 
фильтров и разложения сигналов.

1.1. Предварительные замечания
Напомним понятия, которые далее часто встречаются, и  примем некоторые 
обозначения. 

Числовые последовательности {xn}, которые мы будем рассматривать, явля-
ются «бесконечными в  обе стороны», т.  е. номер n может принимать любые 
целые значения n Î Z. Числовой ряд  называется сходящимся, если 

существует предел . Степенные ряды рассматриваются как 
формальные, они содержат отрицательные степени, и вопрос об их сходимости 
не рассматривается. Такие степенные ряды будут обозначаться следующими 
символами: 

Функции f(x) являются, вообще говоря, комплекснозначными и определе-
ны на множестве R действительных чисел. Носителем функции f(x) называется 
замыкание множества точек x, в которых f(x)  0. Носитель обозначается сим-
волом supp (f ). Если supp (f ) находится на конечном промежутке [a, b], то f(x) 
называется функцией с компактным носителем.

Некоторое свойство функции f(x) выполняется почти всюду (п. в.), если мно-
жество точек, в которых это свойство не выполнено, имеет нулевую меру.

Векторное пространство E называется евклидовым, если в нем задано ска-
лярное произведение (u, v). В этом случае для любого элемента v Î E определена 
норма  и сходимость vn → v, если ||vn – v|| → 0. Пространство E назы-
вается гильбертовым, если оно является полным относительно определенной 
выше сходимости. Система элементов {un, n Î Z} в гильбертовом пространстве 
E называется ортонормированной, если

  для любых n, m Î Z.

Преобразование Фурье 
и фильтры
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Ортонормированная система {un} в гильбертовом пространстве E называ-
ется полной, если замыкание множества всех линейных комбинаций элемен-
тов из {un} совпадает с пространством Е, другими словами, если E является 
наименьшим замкнутым пространством, содержащим {un}. Полная орто-
нормированная система {un} называется ортонормированным базисом гиль-
бертова пространства E. Примером ортогонального базиса может служить 
система функций {1, cos nx, sin nx, n = 1, 2, …} в гильбертовом пространстве 
L2[0, 2π] функций на [0, 2π], интегрируемых с квадратом. 

Элементарные гармоники – это наиболее простые сигналы вида:

a sin(ωx + φ0)   и   a cos(ωx + φ0),

где a – амплитуда, ω – круговая частота, φ0 – начальная фаза. Число T = 2π/ω 
есть период времени, за который система делает одно полное колебание. Вели-
чина ν = 1/T = ω/2π есть частота, число колебаний за единицу времени. 

Аналоговым сигналом называется функция f(x) действительного переменно-
го xÎ R. Энергией сигнала f(x) называется интеграл:

Другими интересными числовыми характеристиками сигнала f(x) являются 
«моменты». Начальным моментом порядка n сигнала f(x) называется интеграл:

Центральным моментом порядка n называется интеграл:

Момент первого порядка m1 имеет смысл математического ожидания m. 
Центральный момент второго порядка имеет смысл дисперсии и характеризу-
ет разброс значений f(x) относительно m1. 

Если аргумент x принимает дискретный ряд значений x = xn, n Î Z, то зна-
чения yn = f(xn) называются отсчетами, а весь набор значений {yn} – выборкой. 
Дискретизация непрерывного сигнала f(x) – это замена его выборкой {yn}. Такая 
процедура называется оцифровкой аналогового сигнала. 

1.2. Ряды Фурье
Напомним основные факты теории рядов Фурье. Подробности и доказатель-
ства можно найти в любом учебнике по математическому анализу, например 
[АСЧ], [КФ].

Будем рассматривать функции f(x) на [0,2π], интегрируемые с  квадратом, 

т. е. для которых существует интеграл (Лебега)  Множество таких 

функций образует гильбертово пространство L2[0, 2π]. Скалярное произведе-
ние и норма в L2[0, 2π] определены следующим образом: 
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где черта обозначает комплексное сопряжение. Полную ортогональную систе-
му в L2[0, 2π] образуют функции:

{1, cos nx, sin nx, n = 1, 2, …}.

Если f(x) Î L2[0, 2π], то для нее можно определить ряд Фурье:

 (1)

где

 (2)

Из полноты тригонометрической системы следует, что ряд Фурье  функции 
f(x) Î L2[0, 2π] сходится к f(x) в пространстве L2[0, 2π]. Это означает, что ||f(x) – 
Sn(x)||L2 → 0, где Sn(x) – частичные суммы ряда. Имеет место равенство Парсеваля:

С другой стороны, если сходится числовой ряд  то ряд (1) 
сходится в  L2 к  функции, у  которой коэффициентами Фурье  являются числа  
an и bn. 

Отметим также, что если сходится числовой ряд  то тригоно-
метрический ряд (1) сходится равномерно, его сумма является непрерывной 
функцией и ряд (1) является рядом Фурье этой функции.

Комплексная форма ряда Фурье. Пусть 

и einx = cos nx + i sin nx. Тогда 

Таким образом,

. (3)

Равенство Парсеваля. Если функция f(x) Î L2[0, 2π], то 

Случай промежутка [0, 2N]. Пусть функция f(x) определена на промежутке 
[0, 2N], где N – некоторое положительное число. Полную ортогональную систе-
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му в L2[0, 2N] образуют функции:

Ряд Фурье функции f(x) имеет вид:

где 

В комплексной форме:

В приложениях функцию f(x) часто называют сигналом. При разложении 
f(x) в ряд Фурье величина каждого коэффициента an, bn показывает, насколько 
значителен вклад гармоники cos nx или sin nx в формирование сигнала f(x). Эти 
коэффициенты характеризуют интенсивность элементарных гармоник. На-
бор коэффициентов Фурье {a0, a1, b1, a2, b2, …} называется спектром сигнала f(x). 
Спект ром считают также набор комплексных коэффициентов Фурье  {cn, nÎZ}. 

Замечание. Пусть  и   Тогда коэффи-
циенты Фурье произведения f(x)g(x) получаются в виде свертки коэффициен-
тов ck и dm:

Действительно,

Приведем несколько примеров вычисления коэффициентов Фурье функ-
ций, которые будут в дальнейшем использоваться.

Пример 1. Коэффициенты Фурье функции

на промежутке [–π, π]. Функция четная, поэтому все коэффициенты bn равны 
нулю и соответствующий ряд Фурье содержит только косинусы. Коэффициен-
ты Фурье an легко вычисляются:
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В частности, если a = π/2, то 

Пример 2. Коэффициенты Фурье функции f(x) = cos2 (x/2) на промежутке 
[–π, π]. Используя известную формулу cos2 (x/2) = (cos x + 1)/2, получаем два не-
нулевых коэффициента: a0 = 1, a1 = 1/2. Для функции f(x) = sin2(x/2) аналогично 
получаем a0 = 1, a1 = –1/2.

Пример 3. Коэффициенты Фурье функции f(x) = eix/2 на промежутке [–π, π] 
находятся прямым вычислением:

Коэффициенты Фурье функции f(x) = e–ix/2 на промежутке [–π, π] следующие:

В общем случае для функции f(x) = eikx/2 на промежутке [–π, π] имеем:
1. В случае четного k = 2m:

2. В случае нечетного k = 2m + 1:

Пример 4. Коэффициенты Фурье функции f(x) = cos(x/2) на промежутке  
[–π, π]. Можно использовать пример 3 для нахождения комплексных коэффи-
циентов прямым вычислением либо непосредственным интегрированием, 

применяя известную формулу . В  любом 

случае ∀n Î N,
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1.3. Преобразование Фурье
В данном параграфе мы напомним основные факты, связанные с преобразова-
нием Фурье. Все доказательства можно найти в учебниках по математическо-
му анализу, например [АСЧ], [КФ].

Пусть L1(R) – пространство, состоящее из абсолютно интегрируемых функ-
ций на R. Оно является банаховым пространством с нормой:

Произведение f(x) g(x) двух функций из пространства L1(R) может не при-
надлежать пространству L1(R). Тем не менее для функций класса L1(R) опреде-
лена операция свертки f ∗ g, превращающая пространство L1(R) в коммутатив-
ную банахову алгебру без единицы: 

 (1)

Корреляция функций f(x) и g(x), интегрируемых с квадратом на R, определя-
ется как следующий интеграл:

  (2)

Корреляция показывает степень сходства функций f(x) и g(x) при различных 
значениях сдвигов по оси Ox. Хотя корреляция функций f(x) и g(x) по форме 
напоминает свертку, по существу имеются серьезные различия. Нет комму-
тативности относительно f(x) и g(x). Корреляция определена для функций из 
L2(R). При интегрировании переменная интегрирования x в функциях f(x) и g(x) 
ориентирована одинаково. Функции f(x) и g(x) называются некоррелированны-
ми, если Kfg(τ) = 0. В случае g(x) = f(x) функция Kf (τ) = Kff (τ) называется автокор-
реляционной. 

1.3.1. Преобразование Фурье в L1(R)
Определение 1. Преобразованием Фурье функции f(x) Î L1(R) называется инте-
грал

 (3)

Переменная ω имеет смысл частоты. Поэтому переход от f(x) к   часто 
называют переходом из пространственной области в частотную.

Рассмотрим вопрос о восстановлении функции f(x) по ее преобразованию 
Фурье . Естественно ожидать, что f(x) будет выражаться интегралом:

  (4)
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К сожалению,  может оказаться неинтегрируемой. Например, для ха-
рактеристической функции f(x) = χ[–1,1](x) промежутка [–1, 1] преобразованием 
Фурье будет функция  = 2(sinω)/ω. Хорошо известно, что она не является 
абсолютно интегрируемой на R (для нее существует только условно сходящий-
ся несобственный интеграл Римана). Из свойства 1 преобразования Фурье (см. 
ниже) следует, что причина неинтегрируемости  заключается в разрывно-
сти исходной функции f(x) = χ[–1,1](x). 

Для того чтобы обойти эту трудность с неинтегрируемостью , обычно 
используют несобственные интегралы, т. е. полагают:

Главное значение  несобственного интеграла получается, 

когда a = b → ∞. 
Обратным преобразованием Фурье называется выражение (4), в  котором 

интеграл понимается как несобственный в смысле главного значения. 
Хорошо известно, что равенство 

 (5)

имеет место в точке x Î R, если f(x) удовлетворяет в этой точке условию Дини, 
а интеграл справа понимается в смысле главного значения. Приведем некото-
рые достаточные условия для обращения преобразования Фурье:

 � если функции f(x) и   абсолютно интегрируемы, то равенство (5) имеет 
место в любой точке x, где f(x) непрерывна;

 � если f(x) Î L1(R) непрерывна и кусочно дифференцируема на R, то имеет 
место формула (5) обращения преобразования Фурье.

Функция f(x) называется кусочно-дифференцируемой на R, если она диффе-
ренцируема всюду, кроме дискретного множества точек, в каждой из которых 
она имеет односторонние производные.

1.3.2. Преобразование Фурье в L2(R) 
Как уже отмечалось, преобразование Фурье F определено формулой (3) для 
функций из L1(R), но значения F[ f ] этого оператора могут не принадлежать 
L1(R). Можно решить эту проблему, обратившись к гильбертову пространству 
L2(R) функций, интегрируемых с квадратом на R. При этом мы получаем все 
преимущества, связанные с существованием на L2(R) скалярного произведе-
ния. 

Для функций, интегрируемых с квадратом, интеграл (3) может не существо-
вать. Однако можно определить преобразование Фурье как оператора F : L2(R) 
→ L2(R). Это делается по следующей схеме. Сначала определяется обычным об-
разом преобразование Фурье на некотором всюду плотном подпространстве S 
из L2(R). Затем показывается, что оператор F на этом подпространстве S явля-
ется непрерывным. Наконец, преобразование Фурье F : L2(R) → L2(R) определя-
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ется как продолжение по непрерывности с подпространства S на все простран-
ство L2(R). В качестве подпространства S  L2(R) обычно берут пространство 
быстро убывающих функций. Нам пока достаточно в качестве S взять пересе-
чение L1(R)  L2(R) пространств L1(R) и L2(R).

Возможность продолжения оператора F : L1(R)  L2(R) → L2(R) на L2(R) осно-
вывается на следующей теореме.

Теорема 1 (формула Планшереля). Пусть f, g Î L1(R)  L2(R). Тогда  
и имеет место равенство:

 (6)

т. е. 
Из данной теоремы следует, что оператор F : L1(R)  L2(R) → L2(R) является 

ограниченным и

 (7)

Поскольку пространство L1(R)  L2(R) всюду плотно в L2(R), то F единствен-
ным образом продолжается на все пространство L2(R) с сохранением нормы. 
Продолжение оператора F на L2(R) строится следующим образом. Пусть f(x) Î 
L2(R). Тогда функция fn(x), равная f(x) при |x | < n и равная нулю при остальных 
x, лежит в пространстве L1(R). Поэтому определено ее преобразование Фурье 

. Последовательность { } фундаментальна в L2(R) и, следовательно, су-
ществует единственный предел F[ f ] = lim  в пространстве L2(R). Он и на-
зывается преобразованием Фурье функции f(x) Î L2(R). 

Из теоремы 3 следует, что преобразование Фурье взаимно однозначно ото-
бражает L2(R) на L2(R). В частности, для любой функции g Î L2(R) определено 
обратное преобразование Фурье F –1[g]. 

Теорема 2 (Планшереля). Преобразование Фурье

продолжается до унитарного оператора пространства L2(R). Обращение F –1 
преобразования Фурье на L2(R) можно получить, полагая:

Интересно, что в пространстве L2(R) существует ортогональный базис, в ко-
тором оператор F : L2(R) → L2(R) диагонализируется. Это хорошо известный ба-
зис функций Эрмита. Напомним его построение. Известно, что функция Гаусса 

 является собственной функцией для преобразования Фурье:

 (8)

Искомый базис функций Эрмита можно построить из системы функций 
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обычным процессом ортогонализации. В  результате получаются функции 
вида , где Hn(x) – многочлены Эрмита степени n. Они могут 
быть найдены по формуле:

Приведем в  качестве примеров несколько первых многочленов Эрмита, 
H0(x) = 1, H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 – 2, H3(x) = 8x3 – 12x. 

Хорошо известно (см., например, [КФ]), что система функций Эрмита {φn(x), 
n = 0, 1, 2, …} образует ортогональный базис в L2(R). Кроме того, эти функции 
являются собственными для преобразования Фурье:

F[φn] = cnφn(ω).

Коэффициенты cn удовлетворяют условию c4
n = (2π)2, т. е.  

Можно показать, что эти коэффициенты будут чередоваться в следующем по-
рядке: 

1.3.3. Свойства преобразований Фурье
Свойство 1. Если f(x) Î L1(R), то  является ограниченной непрерывной функ-
цией на R, причем 

 (9)

Свойство 2. Если функция f(x) дифференцируема n раз и f, f ′, …, f (n) Î L1(R), то 

F[ f (n)] = (iω)nF[ f ]. (10)

Следствие. Если функция f(x) дифференцируема n раз и f, f ′, …, f (n) Î L1(R), то 
существует число M ³ 0, такое, что

Свойство 3. Если f(x), xf(x), …, xnf(x) Î L1(R), то  дифференцируема n раз и 

(F[ f ])(n) = (–i)nF[xnf(x)]. (11)

Вывод. Чем выше степень гладкости функции f(x), тем быстрее убывает ее 
преобразование Фурье . Чем быстрее убывает на бесконечности функция 
f(x), тем выше порядок дифференцируемости .

Свойство 4. Изменение масштаба. Если f(x) Î L1(R), то для любого числа  
a  0:

 (12)

В частности, 

  (12.1)
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Свойство 5. Сдвиг в пространстве и в области частот. Если f(x) Î L1(R), то 
для любых чисел b и τ имеют место равенства

  (13)

Свойство 6. Преобразование Фурье и свертка: 

 (14)

Свойство 7. Преобразование Фурье корреляции. Если f(x), g(x) Î L1(R)  
L2(R), то 

  (15)

Замечание 1. Функции f(x) и g(x) называются некоррелированными, если  

Kfg(τ) = 0. В этом случае и   Последнее равенство озна-
чает, что частотные спектры (носители функций  и  ) не пересекаются. 
Верно и обратное: функции с непересекающимися частотными спектрами яв-
ляются некоррелированными. В случае g(x) = f(x) функция Kf (τ) = Kff (τ) назы-
вается автокорреляционной. Из свойства 7 следует, что преобразование Фурье 
автокорреляционной функции Kf (τ) есть энергетический спектр | |2 сигнала 
f(x).

Свойство 8. Если f(x), g(x) Î L1(R), то  и имеет место равенство:

 (16)

т. е.  в частности, 
Свойство 9. Прямое и обратное преобразования Фурье. Если  

то 

 (17)

Свойство 10. Преобразования Фурье и сопряжение. Если  то 

 (17-1)

В частности, если функция f(x) вещественная, то 

 (17-2)
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1.3.4. Примеры
Таблица 1.3.1. Преобразование Фурье некоторых функций

Тип функции Функция Образ Фурье 
Характеристическая 
функция

sinc

Сплайн степени 1

B-сплайн степени 2

Экспонента

Функция Гаусса

Гауссов вейвлет

1.3.5. Теорема Пэли-Винера 
Рассмотрим вопрос о  свойствах преобразования Фурье функции f(x)  Î L2(R), 
имеющей носитель на конечном промежутке [–τ, τ]. В  этом случае интеграл 
в преобразовании Фурье определен не только для вещественных значений ω, 
но и для комплексных: 

Поскольку интеграл существует при всех значениях комплексного пере-
менного z Î C и является дифференцируемым по параметру z, то функция F[ f ]
(z) представляет собой целую функцию.
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Напомним, что функция F(z) комплексного переменного z Î C называет-
ся целой, если она является аналитической функцией, не имеющей конечных 
особых точек. Если z = ∞ – устранимая особая точка, то F(z) = const. Если z = 
∞ – полюс, то F(z) – многочлен. Если z = ∞ – существенно особая точка, то F(z) – 
трансцендентная, как, например, sin(z), cos(z), exp (z). 

Для функции F[ f ]( z), z = u + iv имеет место следующая оценка:

Определение 2. Пусть F(z) – целая функция комплексного переменного z Î C. 
Будем говорить, что F(z) – функция экспоненциального типа τ > 0, если для любого 
τ > 0 существует постоянная Aτ, такая, что 

|F(z)| £ Aεe
(τ+ε)|z|, z Î C. (18)

Если f(x) имеет носитель на промежутке [–τ, τ], то F[ f ](z) является функци-
ей экспоненциального типа τ > 0. Теорема Пэли-Винера утверждает, что верно 
и обратное при условии, что сужение функции F(z) на вещественную ось при-
надлежит пространству L2(R).

Теорема 5. Функция F(u) Î L2(R) является преобразованием Фурье  некоторой 
функции f(x), имеющей носитель на промежутке [–τ, τ], тогда и только тогда, 
когда F(u) является сужением на вещественную ось целой функции F(z) экспонен-
циального типа τ > 0.

Доказательство см. в книге [СВ].

Из теоремы Пэли-Винера и  из формулы  следует, что 

если f(x) Î L2(R) является сужением на вещественную ось целой функции f(z) 
экспоненциального типа τ > 0, то ее преобразование Фурье  имеет носитель 
на промежутке [–τ, τ].

Определение 3. Функция f(x) Î L2(R) называется функцией с  ограниченной 
шириной полосы τ, если ее преобразование Фурье  равно нулю вне полосы ча-
стот [–τ, τ].

Другими словами, функция с ограниченной шириной полосы τ имеет преоб-
разование Фурье  с носителем на промежутке [–τ, τ]. По теореме Пэли-Вине-
ра, функция с ограниченной шириной полосы τ продолжается с вещественной 
оси на всю комплексную плоскость как целая функция f(z) экспоненциального 
типа τ > 0.

1.3.6. Преобразование Фурье экспоненциально убывающей функции 
Функция φ(x) на R является экспоненциально убывающей, если она допускает 
оценку:

|φ(x)| £ Ae–λ|x|, λ > 0. (19)

Преобразование Фурье экспоненциально убывающей функции является, 
очевидно, бесконечно дифференцируемой функцией. Более того, оно опреде-
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лено не только для вещественных ω, но и для комплексных значений z = u + iv 
параметра. Действительно, для 

оценим подынтегральную функцию:

|f(x)e–ixz| £ Ae–λ|x|e|xv| = Ae(–λ + |v|)|x|.

Поэтому интеграл существует при –λ + |v| < 0, т. е. когда Im(z) = v Î (–λ, λ). Мы 
получили, что преобразование Фурье экспоненциально убывающей функции 
определено в  полосе Im(z) Î (–λ, λ) и  является в  этой полосе аналитической 
функцией комплексного переменного.

1.3.7. Формула суммирования Пуассона 
Теорема 6. Пусть f(x) Î L1(R). Тогда ряд  сходится абсолютно поч-
ти всюду к 2π-периодической функции S(x) Î L1(0, 2π). Кроме того, коэффициенты 
Фурье суммы S(x) задаются формулой:

 (20)

Доказательство. Первая часть теоремы следует из теоремы Леви [КФ] 
и оценки:

Вычислим коэффициенты Фурье:

 
□

Замечание 2. Из теоремы 6 вытекает необходимое и достаточное условие, 
чтобы сумма  была бы равна 1 п. в.:

f̂ (0) = 2π и f̂ (n) = 0 для n Î Z\{0}.

Поскольку мы вычислили коэффициенты Фурье, то можно составить ряд 

Фурье функции S(x):  Функция S(x) принадле-

жит пространству L1(0,2π), поэтому ряд Фурье не обязан сходиться. Но в случае 
его сходимости естественно ожидать равенства S(x) сумме ряда Фурье.

Теорема 7 [Чуи]. Пусть f(x)Î L1(R) обладает свойствами: 
 � ряд  сходится всюду к непрерывной функции S(x); 

 � ряд  сходится всюду. 
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Тогда имеет место следующая формула суммирования Пуассона:

 (21)

в частности,

Замечание 3. Установленные выше теоремы верны и для сдвигов, кратных 
некоторому числу a > 0. В частности, имеют место формулы:

 (22)

 (23)

1.3.8. Оконное преобразование Фурье 
Преобразование Фурье является эффективным средством исследования сигна-
лов. Однако оно имеет недостаток, который заключается в  слабой простран-
ственной локализации. Это проявляется, во-первых, в том, что для нахождения 
преобразования Фурье  необходимо знать сигнал f(x) полностью на всей 
числовой прямой R (в прошлом и в будущем). Во-вторых, положение и величи-
на «пиков» функции f(x) не получается легко из , поскольку данное значение 

 формируется с  учетом всех значений функции f(x). Улучшить простран-
ственную локализацию можно за счет искусственной локализации сигнала. Для 
этого нужно умножить сигнал f(x) на подходящую функцию g(x – x0), которая 
имеет носитель вблизи точки x0. В результате получаем преобразование:

  (24)

которое называется оконным преобразованием Фурье. Размер носителя функ-
ции g(x) определяет ширину окна. В качестве функции g(x) можно взять, на-
пример, такую:

Более распространенным является выбор функции Гаусса

где α > 0 – некоторое фиксированное число. Хотя эта функция имеет неком-
пактный носитель, она экспоненциально убывает на бесконечности. Ширину 
окна можно охарактеризовать стандартным отклонением ς = , считая α дис-
персией. Таким образом, ширина окна равна 2 . Формула 
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 (25)

называется преобразованием Габора функции f(x). Более подробные сведения 
об оконном преобразовании Фурье и о преобразовании Габора можно найти 
в [НС] и в книге [Чуи], § 3.1 и 3.2.

1.4. Преобразование Фурье дискретных сигналов
Пусть f(t) – непрерывная на R функция, принадлежащая пространству L1(R). 
Будем называть ее аналоговым сигналом. В случае практических применений 
обычно имеют дело с набором последовательных значений, получаемых в ре-
зультате дискретизации непрерывного во времени сигнала (эта процедура на-
зывается оцифровкой аналогового сигнала). В этом параграфе мы определим 
аналог преобразования Фурье для дискретных сигналов. 

1.4.1. Дискретизация
Пусть Δt – некоторый достаточно малый промежуток времени. Рассмотрим по-
следовательность точек tn = nΔt и соответствующую последовательность

xn = f(nΔt),   n Î Z

значений сигнала f(t). Набор значений {xn} называется выборкой (sampling), или 
оцифровкой сигнала f(t). 

Основной вопрос, который возникает при оцифровке, заключается в том, 
насколько хорошо выборочные данные представляют исходную функцию f(t). 
Оказывается, что при использовании выборки {xn} могут быть потеряны не-
которые гармонические составляющие функции f(t) с  достаточно большими 
частотами. Например, функция f(t) = sin(ωt) при частоте ω = kπ/Δt, k Î Z имеет 
выборку:

xn = sin(ωnΔt),

такую же, что и постоянная функция f(t) = 0: xn = sin(πkn) = 0. Поэтому при 
оцифровке {xn} будут незамеченными гармоники f(t) = sin(ωt) с частотой ω = 
kπ/Δt.

Определение 1. Частотой Найквиста выборки {xn} с шагом Δt называется 
частота:

ωN = π/Δt.

Замечание 1. Это минимальная частота синусоиды sin(ωNt), которая при-
нимает нулевые значения именно в точках отсчета времени nΔt: 

sin(ωN nΔt) = sin(πn) = 0.

Это предельная частота, при которой может получиться нулевая оцифровка 
ненулевого сигнала при заданном шаге дискретизации Δt. 

Таким образом, если мы хотим восстановить сигнал f(t) по выборочным 
данным {xn}, то у нас возникнут проблемы с частотами выше чем π/Δt. Мож-
но надеяться на точное восстановление f(t), если в частотном представлении 
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функции f(t) будут отсутствовать высокие частоты. Это предположение озна-
чает, что преобразование Фурье  должно иметь компактный носитель, на-
пример, лежащий на промежутке [–Ω, Ω]. 

Теорема 1 (Котельникова–Шеннона). Предположим, что непрерывная 
абсолютно интегрируемая функция f(t) на R имеет преобразование Фурье  
с  компактным носителем, лежащим на промежутке [–Ω, Ω] и  имеющее кусоч-
но непрерывную производную ′(ω). Если шаг выборки ∆t удовлетворяет условию  
Δt £ π/Ω, тогда функция f(t) может быть восстановлена по выборочным данным 
xn = f(nΔt), n Î Z по следующей формуле:

 (1)

Доказательство. Из условий теоремы следует, что функция f(t) может быть 
восстановлена по своему образу Фурье:

Разложим функцию  в ряд Фурье на промежутке [–Ω, Ω] и затем под-
ставим ряд в интеграл:

где cn  – коэффициенты Фурье. Поскольку  имеет носитель на конечном 
промежутке [–Ω, Ω], то коэффициенты Фурье cn могут быть выражены при по-
мощи обратного преобразования Фурье следующим образом: 

Ряд Фурье функции  сходится равномерно, поэтому его можно проин-
тегрировать почленно. Получаем, с учетом полученных выражений для коэф-
фициентов cn:
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Таким образом, мы получили 

  (2)

где предполагается, что (sin t)/t = 1 при t = 0. Формула (1) получается при Δt = 
π/Ω. □

Полученная формула (2) для восстановления f(t) называется разложением 
Котельникова–Шеннона. В частности, если преобразование Фурье  имеет 
носитель на промежутке [–π, π], то Δt = 1, и формула принимает вид:

В дальнейшем нам потребуется формула:

 (3)

для случая, когда Δt = 2 и когда преобразование Фурье  имеет носитель на 
промежутке [–π/2, π/2]. Из доказательства теоремы вытекает, что в этом случае 
cn = 2f(2n), поэтому на промежутке [–π/2, π/2] имеем также:

  (4)

1.4.2. Дискретное преобразование Фурье сигнала длины N
Рассмотрим преобразование Фурье сигнала f(t): 

Из определения интеграла следует, что при малых Δt мы будем иметь при-
ближенное равенство:

Последняя формула дает основание для следующего опреде ления.
Определение 2. Преобразованием Фурье оцифрованного сигнала f(t) называ-

ется функция  определенная рядом:

  (5)

где xn = f(nΔt) – выборочные данные функции f(t).
Замечание 2. Достаточным условием сходимости ряда (5) является абсо-

лютная сходимость ряда  Последнее условие не следует из абсолютной 
интегрируемости функции f(t).

Замечание 3. В отличие от обычного преобразования Фурье функция  
является периодической с периодом T = 2π/Δt. Формула (5) представляет собой 
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разложение этой функции в ряд Фурье на промежутке [0, 2π/Δt] с коэффици-
ентами Фурье cn = Δt xn. Поэтому обращение преобразования (5)  – нахождение 
массива xn – сводится к вычислению коэффициентов Фурье по формуле: 

  (6)

В практических применениях обычно имеют дело с конечными выборками 
значений:

xn = f(nΔt),   n = 0, 1, …, N – 1.

Существует естественный способ сделать из конечного набора значений 
бесконечную последовательность. Для этого достаточно продолжить {xn} нуле-
выми значениями при остальных n Î Z. Тогда формула (5) будет конечной:

Некоторая нелогичность данной формулы остается в  том, что параметр 
ω является непрерывным в отличие от конечного числа значений аргумента 
t = nΔt, в то время как в исходной формуле преобразования Фурье переменные 
ω и t были равноправными. Было бы правильнее, если бы при дискретном пре-
образовании Фурье дискретный набор значений x0, …, xN–1 преобразовывался 
бы также в дискретный набор y0, …, yN–1. Добиться этого несложно. Поскольку 
функция  периодическая с периодом 2π/Δt, то естест венно взять дискрет-
ную серию частот:

которые проходят промежуток [0, 2π/Δt ) с шагом 2π/(NΔt). Тогда получаем:

В последней формуле удобно опустить Δt. 
Определение 3. Дискретным преобразованием Фурье массива {xn} конечной 

длины N называется массив {yn}, элементы которого находятся по следующей 
формуле:

 (7)

Аналогично, в соответствии с формулой (6) определяется обратное преоб-
разование Фурье:

  (8)

Покажем обратимость введенных преобразований (7) и (8):
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Последнее равенство следует из того, что внутренняя сумма принимает 
значения:

Первое значение очевидно, а второе находится по формуле суммы членов 
геометрической прогрессии со знаменателем q = exp(–i2π(p – n)/N). 

Для дискретного преобразования Фурье легко устанавливается следующее 
равенство Парсеваля:

  (9)

Замечание 4. В определении 3 считается, что Δt = 1, тогда частота Найкви-
ста ωN = π. Дискретное преобразование Фурье частоте ωk = 2kπ/N ставит в соот-
ветствие значение yk. При этом частоте Найквиста ωN = π соответствует номер 
k = N/2, т. е. середина последовательности {yk}, k = 0, 1, …, N – 1.

Замечание 5. Определенный выше конечный ряд значений yk, k = 0, 1, …,  
N – 1 можно продолжить на все остальные целые k по периодичности, а имен-
но, считая, что yk+N p = yk, k = 0, 1, …, N – 1, p Î Z. В частности, yN–1 = y–1, yN = y0, 
yN+1 = y1. 

Замечание 6. Если числа {xn} вещественные, то из формулы (7) сразу сле-
дует, что  Поэтому массив {yk} имеет следующую структуру. Очевидно, 
что . Далее, до серединного значения k = N/2, соответствующего 
частоте Найквиста, идут некоторые значения yk. После k = N/2 значения yk будут 
повторяться симметрично относительно N/2 и с сопряжением. Например, если 
N четное, то yN/2 – вещественное и 

Первые значения y0, y1, …, yN/2 содержат полную информацию относительно 
всего массива {yk}.

Дискретное преобразование Фурье сигнала длины N с  точки зрения 
линейной алгебры. Дискретный сигнал x длины N определяется (вообще го-
воря, комплексными) значениями x0, x1, …, xN–1. Поэтому его можно считать точ-
кой пространства CN. Обычный базис CN будем обозначать символами e0, e1, …, 
eN–1, т. е. em(n) = δmn, например e0 = (1, 0, …, 0). 

Выберем другой ортонормированный базис F0, F1, …, FN–1 пространства CN 
по формуле
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Например, 

Введем обозначение:  Тогда матрица WN перехода от базиса Fm 
к базису em является матрицей Вандермонда:

Поэтому следующая формула дискретного преобразования Фурье :

– это формула преобразования координат (x0, x1, …, xN–1) вектора x Î CN при пе-
реходе от стандартного базиса em к новому базису Fm. Обратное преобразование 
координат имеет вид обратного преобразования Фурье:

1.4.3. Преобразование Фурье числовой последовательности 
Обратимся снова к бесконечным выборкам. Пусть x = {xn} – числовая последо-
вательность, n Î Z, xn Î C. Предположим, что 

   (10) 

Можно считать, что {xn} является оцифровкой кусочно-постоянной функции 
f(t), f(t) = xn при t Î [n, n+1), n Î Z. Тогда преобразование Фурье последователь-
ности {xn} можно определить в соответствии с формулой (5) при Δt =1.

Определение 4. Преобразованием Фурье последовательности {xn} называет-
ся следующий ряд:
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 (11)

Из сделанных предположений относительно {xn} следует, что ряд (11) схо-
дится равномерно и его сумма X(ω) является непрерывной 2π-периодической 
функцией. Из (11) следует, что числа xn – это коэффициенты Фурье функции 
X(ω). Поэтому формула обращения выглядит следующим образом: 

  (12)

Для преобразования Фурье числовой последовательности имеют место 
свойства, аналогичные свойствам преобразования Фурье функции. Отметим 
некоторые из них.

Свертка последовательностей {xn} и {yn} есть последовательность {zn}, опре-
деленная равенством:

Свойство 1 (Преобразование Фурье и свертка). Пусть X(ω) – преобразование 
Фурье последовательности {xn}, а Y(ω) – преобразование Фурье последователь-
ности {yn}. Тогда преобразование Фурье Z(ω) свертки последовательностей {xn} 
и {yn} равно произведению функций X(ω) и Y(ω):

Z(ω) = X(ω)Y(ω).  (13)

Для последовательностей x = {xn} и y = {yn} определим их корреляцию фор-
мулой:

Свойство 2 (Преобразование Фурье и корреляция). Пусть X(ω) – преобра-
зование Фурье последовательности {xn}, а Y(ω) – преобразование Фурье последо-
вательности {yn}. Тогда преобразование Фурье Z(ω) корреляции последователь-
ностей {xn} и {yn} выражается следующим образом:

Доказательство.

Следствие 1. Преобразование Фурье автокорреляционной последовательно-
сти  равно квадрату модуля функции X(ω):

Z(ω) = |X(ω)|2.




