


Всем, кто любит мечтать

С помощью компьютерного зрения можно посчитать деревья, оце-
нить расстояние до островов, но нельзя понять, что грезится людям, за-
глянувшим в эту бухточку.
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Предисловие

Это учебник для студентов третьего и четвертого года обучения, посе-
щающих курс компьютерного зрения – одной из научно-технических 
дисциплин. 

Предмет книги
Задача компьютерного зрения – применение фото- и видеокамер для 
анализа или понимания реальных сцен. Эта дисциплина изучает мето-
дологические и алгоритмические проблемы, а также вопросы, относя-
щиеся к реализации предложенных решений.

В компьютерном зрении нас может интересовать, на каком расстоя-
нии от камеры находится здание, движется ли автомобиль посередине 
своей полосы, сколько человек присутствует на изображении и даже 
присутствует ли на нем конкретный человек. На все эти вопросы нужно 
дать ответ, имея лишь сохраненные фотографии или видео. Благодаря 
недавним достижениям область применимости компьютерного зрения 
значительно расширилась. Прогресс затронул как технологии изготов-
ления камер и методы вычислений, так и теоретические основания 
компьютерного зрения.

За последние годы компьютерное зрение стало ключевой технологи-
ей во многих областях. Если речь идет о потребительской электронике, 
то достаточно упомянуть мобильные телефоны, помощь водителям или 
взаимодействие пользователя с компьютерными играми. В автомати-
зации промышленности компьютерное зрение повсеместно применя-
ется для контроля качества и технологических процессов. Существен-
ный вклад компьютерное зрение внесло в киноиндустрию (вспомним, 
например, аватары или создание виртуальных миров на основе отсня-
тых изображений, дополнение исторических видеоданных или высоко-
качественные презентации фильмов). И это лишь малая часть областей 
применения, связанных с обработкой и анализом фотографий и видео.

Характер изложения
В книге дается общее введение в основы компьютерного зрения, кото-
рые находят применения в самых разных прикладных областях. Мате-
матика играет важную роль в изложении, обсуждаются также алгорит-
мы. Конкретные приложения в книге не рассматриваются.
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На врезках представлены историческая информация, ссылки на источ-
ники излагаемого материала и сведения о математических объектах в 
том месте, где они впервые встречаются. Врезки следует рассматривать 
как дополнения к основному тексту.

Книга не является справочником по текущим исследованиям в облас-
ти компьютерного зрения, и объем библиографических ссылок очень 
ограничен; читатель легко найдет интересующий его материал в сети. 
Компьютерное зрение – активно развивающаяся дисциплина, коли-
чество ссылок огромно, поэтому любая попытка втиснуть полную би-
блиографию в ограниченное пространство книги обречена на провал. 
Но мы, по крайней мере, дадим совет: на странице homepages.inf.ed.ac.
uk/rbf/CVonline/ вы найдете онлайновое введение в различные проблемы 
компьютерного зрения.

Целевая аудитория
Книга задумывалась как вводный курс для студентов третьего-четвертого 
курсаов, специализирующихся в научных или технических дисцип линах. 
Предварительные знания в области обработки и анализа изобра жений 
или компьютерной графики были бы полезны, но первые две главы со-
держат начальные сведения о компьютерной обработке изобра жений.

Использование материала на практике
Материалы, представленные в книге, частично использовались в моих 
лекциях по мехатронике и информатике в Оклендском университете 
(Новая Зеландия), в Центре исследований и математики (CIMAT) в Гуа-
нахуато (Мексика), в университете Фрайбурга и Гёттингена (Германия), 
в Кордобском техническом университете (Аргентина), в Тайваньском 
национальном нормальном университете (Тайвань) и в Уханьском уни-
верситете (Китай).

В книге использовались также материалы из предыдущих публика-
ций автора: [R. Klette and P. Zamperoni. Handbook of Image Processing Operators. 
Wiley, Chichester, 1996], [R. Klette, K. Schlüns and A. Koschan. Computer Vision. 
Springer, Singapore, 1998], [R. Klette and A. Rosenfeld. Digital Geometry. Morgan 
Kaufmann, San Francisco, 2004] и [F. Huang, R.  Klette and K. Scheibe. Panoramic 
Imaging. Wiley, West Sussex, 2008].

Первые две из перечисленных выше книг использовались как допол-
нение к лекциям автора по компьютерному зрению в Германии и Но-
вой Зеландии в 1990-х и в начале 2000-х г., а третья – в лекциях, прочи-
танных в более поздний период.

http://homepages.inf.ed.ac.uk/rbf/CVonline/
http://homepages.inf.ed.ac.uk/rbf/CVonline/
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Замечания для преподавателя 
и рекомендуемый порядок использования 
книги
Книга содержит больше материала, чем можно охватить в односемест-
ровом курсе. Преподавателю следует отбирать материал, сообразуясь с 
контекстом: предварительными знаниями студентов и направленно-
стью последующих курсов.

Каждая глава заканчивается упражнениями, в том числе предполагаю-
щими программирование. В книге не отдается предпочтение какой-либо 
конкретной среде. Но обычно применение функций, имеющихся в таких 
библиотеках, как OpenCV, упрощает решение. Упражнения по програм-
мированию намеренно сформулированы так, чтобы у студентов было не-
сколько вариантов ответа. Например, в упражнении 2.5 к главе 2 можно 
визуализировать результаты с помощью Java-аплетов (хотя в тексте этого 
не требуется), использовать изображения большого или малого размера 
(в тексте размер не указан) и ограничить движение курсора централь-
ной частью входного изображения, например квад ратом 11×11 с цент-
ром в точке p, который всегда целиком содержится в изображении (или 
рассмот реть также особые случаи, когда курсор может приближаться к 
границе изображения). Поэтому каждый студент может дать свое реше-
ние упражнений, и творческий подход следует всячески приветствовать.

Дополнительные ресурсы
На сопроводительном сайте книги имеются дополнительные материа-
лы (данные, исходный код, примеры, презентации). См. www.cs.auckland.
ac.nz/~rklette/Books/K2014/.

Благодарности (в алфавитном порядке 
по фамилии)
Я благодарен перечисленным ниже коллегам, бывшим и нынешним 
студентам и друзьям (если упоминается только рисунок, то я выражаю 
признательность за совместную работу или контакты, относящиеся к 
теме рисунка).

• A-Kn
 Ali Al-Sarraf (рис. 2.32), Hernan Badino (рис. 9.25), Anko Börner (раз-

личные комментарии по черновым вариантам книги и вклад в 

http://www.cs.auckland.ac.nz/~rklette/Books/K2014/
http://www.cs.auckland.ac.nz/~rklette/Books/K2014/
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раздел 5.4.2), Hugo Carlos (помощь во время работы над книгой в 
CIMAT), Diego Caudillo (рис. 1.9, 5.28, 5.29), Gilberto Chávez (рис. 3.39 
и 5.36, верхний ряд), Chia-Yen Chen (рис. 6.21 и 7.25), Kaihua Chen 
(рис. 3.33), Ting-Yen Chen (рис. 5.35, вклад в раздел 2.4, в главу 5, 
предоставление исходного кода), Eduardo Destefanis (вклад в 
пример 9.1 и рис. 9.5), Uwe Franke (рис. 3.36, 6.3 и 9.23, правый 
нижний), Stefan Gehrig (замечания по вопросу анализа стерео-
изображений и рис. 9.25), Roberto Guzmán (рис. 5.36, нижний ряд), 
Wang Han (привлечение студентов к проверке черновика книги), 
Ralf Haeusler (вклад в раздел 8.1.5), Gabriel Hartmann (рис. 9.24), 
Simon Hermann (вклад в разделы 5.4.2 и 8.1.2, рис. 4.16 и  7.5), 
Václav Hlaváč (предложения по улучшению состава глав  1  и  2), 
Heiko Hirschmüller (рис. 7.1), Wolfgang Huber (рис.  4.12, правый 
нижний), Fay Huang (вклад в главу 6, особенно в раздел 6.1.4), Ruyi 
Jiang (вклад в раздел 9.3.3), Waqar Khan (рис. 7.17), Ron Kimmel 
(предложения о способе изложения локальных операторов и оп-
тического потока – они вынужденно запланированы в основном 
для следую щего издания книги), Karsten Knoeppel (вклад в раз-
дел 9.3.4).

• Ko-Sc 
 Andreas Koschan (замечания к различным частям книги и рис. 

7.18, справа), Vladimir Kovalevsky (рис. 2.15), Peter Kovesi (вклад в 
главы 1 и 2, касающийся фазовой конгруэнтности, включая раз-
решение на публикацию рисунков), Walter Kropatsch (предложе-
ния по главам 2 и 3), Richard Lewis-Shell (рис. 4.12, левый нижний), 
Fajie Li (упражнение 5.9), Juan Lin (вклад в раздел 10.3), Yizhe Lin 
(рис. 6.19), Dongwei Liu (рис. 2.16), Yan Liu (разрешение на публи-
кацию рис. 1.6), Rocío Lizárraga (разрешение на публикацию рис. 
5.2, нижний ряд), Peter Meer (замечания к разделу 2.4.2), James 
Milburn (замечания к разделу Sect. 4.4). Pedro Real (замечания на 
темы геометрии и топологии), Mahdi Rezaei (вклад в материал о 
распознавании лиц в главе 10, включая текст, рисунки и упраж-
нение 10.2), Bodo Rosenhahn (рис. 7.9 справа), John Rugis (опре-
деление кривизны подобия и упражнения 7.2 и 7.6), James Russell 
(вклад в раздел 5.1.1), Jorge Sanchez (вклад в пример 9.1, рис. 9.1 
справа и  9.5), Konstantin Schauwecker (замечания о детекторах 
признаков и обнаружении плоскостей методом RANSAC, рис. 6.10 
справа, 7.19, 9.9 и 2.23), Karsten Scheibe (вклад в главу 6, особенно 
в раздел 6.1.4, и рис. 7.1), Karsten Schlüns (вклад в раздел 7.4).
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 Bok-Suk Shin (предложения по редактированию в Latex, замеча-

ния к различным частям книги, вклад в разделы 3.4.1 и 5.1.1 и рис. 
9.23 с относящимися к нему комментариями), Eric Song (рис. 5.6 
слева), Zijiang Song (вклад в главу 9, особенно в раздел  9.2.4), 
Kathrin Spiller (вклад в изложение трехмерного случая в разде-
ле 7.2.2), Junli Tao (вклад в материал об обнаружении пешеходов 
в главе 10, включая текст, рисунки, упражнение 10.1 и замеча-
ния о структуре этой главы), Akihiko Torii (вклад в раздел 6.1.4), 
Johan Van Horebeek (замечания к главе 10), Tobi Vaudrey (вклад 
в раздел 2.3.2 и рис. 4.18, вклад в раздел 9.3.4, упражнение 9.6),  
Mou Wei (замечания к главе 4), Shou-Kang Wei (совместная рабо-
та над вопросами, относящимися к разделу 6.1.4), Tiangong Wei 
(вклад в раздел 7.4.3), Jürgen Wiest (рис. 9.1 слева), Yihui Zheng 
(вклад в раздел 5.1.1), Zezhong Xu (вклад в раздел 3.4.1 и рис. 3.40), 
Shenghai Yuan (замечания к разделам 3.3.1 и 3.3.2), Qi Zang (упраж-
нение 5.5, рис. 2.21, 5.37 и 10.1), Yi Zeng (рис. 9.15), Joviša Žunić 
(вклад в раздел 3.3.2).

Автор особенно признателен Сандино Моралесу (Sandino Morales) (фе-
деральный округ Мехико) за реализацию и тестирование алгоритмов, 
предоставление многих рисунков, вклад в главы 4 и 8 и многочисленные 
замечания, касающиеся различных частей книги, Владиславу Скарбеку 
(Władysław Skarbek) (Варшава, Польша) за разнообразные предложения 
по улучшению содержания книги и за предложенные упражнения 1.9, 
2.10, 2.11, 3.12, 4.11, 5.7, 5.8, 6.10 и Гарри Ти (Garry Tee) (Окленд, Новая 
Зеландия) за тщательную редактуру, замечания, части врезки 5.9, снос-
ку на стр. 480 и еще много ценных советов.

Я благодарю свою жену, Гизелу Клетте (Gisela Klette), за написание раз-
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       Рейнхард Клетте
 Гуанахуато, Мексика
 3 ноября 2013 г.



Обозначения

|S| мощность множества S
||a||1 норма L1

||a||2 норма L2

∧ логическое «И»
∨ логическое «ИЛИ»
∩ пересечение множеств
∪ объединение множеств
□ конец доказательства
a, b, c вещественные числа
A множество смежности
𝒜(·) площадь измеримого множества (как функция)
a, b, c векторы
A, B, C матрицы
𝛼, 𝛽, 𝛾 углы
b длина базы в системе стереокамер
ℂ множество комплексных чисел вида a + i · b, где i = √−1, a, b ∈ R
d диспаратность
d1 метрика L1

d2 метрика L2, известная также как евклидова
e постоянная e = exp(1) ≈ 2,7182818284
ε вещественное число, большее 0
f фокусное расстояние
f, g, h функции
Gmax максимальная яркость в полутоновом изображении
𝛾 кривая в евклидовом пространстве (например, прямая линия, 

ломаная или гладкая кривая)
H матрица Гессе (гессиан)
i, j, k, l, m, n натуральные числа; координаты пикселей (i, j) в окне
I, I(., ., t) изображение, один из последовательных кадров, кадр в момент 

времени t
L длина (вещественное число)
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L (·) длина спрямляемой кривой (функция)

𝜆 вещественное число; значение по умолчанию от 0 до 1
n натуральное число
N окрестность (в сетке, наложенной на изображение)
Ncols, Nrows количество столбцов, количество строк
ℕ множество натуральных чисел {0, 1, 2, ...}

𝒪(·) асимптотическая верхняя граница

𝛺 носитель изображения (image carrier), множество всех позиций 
пикселей Ncols×Nrows

p, q точки в R2 с координатами x и y
P, Q, R точки в R3 с координатами X, Y, Z
π вещественная постоянная π = 4 × arctan(1) ≈ 3,14159265358979
𝛱 многогранник
r радиус окружности или сферы; точка в R2 или R3

ℝ множество вещественных чисел
R матрица поворота
ρ путь с конечным числом вершин
s точка в R2 или R3

S множество
t момент времени; точка в R2 или R3

t вектор параллельного переноса
T, τ пороговое значение (вещественное число)
u, v компоненты оптического потока; вершины или узлы;  

точки в R2 или R3

u вектор оптического потока u = (u, v)
W, Wp окно внутри изображения, окно с начальным пикселем p
x, y вещественные переменные; координаты пикселя изображе-

ния (x, y)
X, Y, Z координаты в R3

ℤ множество целых чисел



Глава 1
Данные изображения

В этой главе мы познакомимся с базовыми обозначениями и математи-
ческими понятиями для описания изображения на регулярной сетке в 
пространственной или частотной области. Здесь же мы опишем спосо-
бы задания цвета и познакомимся с цветными изображениями.

1.1. Изображения в пространственной 
области
Цифровое изображение определяется посредством дискретизации не-
прерывных аналоговых данных в пространственной области. Оно со-
стоит из прямоугольного массива пикселей (x, y, u), каждый из которых 
является комбинацией местоположения (x, y) ∈ ℤ2 и значения u, пред-
ставляющего отсчет в точке (x, y). Здесь ℤ – множество всех целых чи-
сел. Точки (x, y) ∈ ℤ2 образуют регулярную сетку. Формально изображе-
ние I определено на прямоугольном множестве Ω, которое называется 
носителем (carrier) I:

  𝛺 = {(x, y) : 1 ≤ x ≤ Ncols ∧ 1 ≤ y ≤ Nrows} ⊂ ℤ2          (1.1)

и содержит узлы сетки, или местоположения пикселей для Ncols ≥ 1 и 
Nrows ≥ 1.

Мы предполагаем левостороннюю систему координат, показан-
ную на рис. 1.1. Строка y содержит узлы сетки {(1, y), (2, y), ..., (Ncols, y)} 
для 1 ≤ y ≤ Nrows, а столбец x – узлы сетки {(x, 1), (x, 2), ..., (x, Nrows)} для 
1 ≤ x ≤ Ncols.

В этом разделе мы начнем знакомство с предметом обработки циф-
ровых изображений с обсуждения способов представления и описания 
данных изображения в пространственной области, определяемой но-
сителем 𝛺.
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Рис. 1.1. Левосторонняя система координат. Большой палец указывает 
положительное направление оси x, указательный палец – положительное 

направление оси y, если смотреть с внутренней стороны ладони.  
(На левом рисунке видна также барочная церковь в городке Валенсиана,  

которая всегда была перед глазами автора, когда он писал эту книгу  
в Центре исследований и математики в Гуанахуато)

1.1.1. Пиксели и окна
На рис. 1.2 показаны два способа геометрической интерпретации 

пик селей, т. е. отборов изображения на регулярной сетке.

Рис. 1.2. Слева. На увеличенном изображении видны ячейки сетки;  
разными оттенками серого представлены значения пикселей изображения.  

Справа. Можно также считать, что значения изображения – это метки  
в узлах сетки, являющихся центрами ячеек сетки

Ячейки сетки, узлы сетки и смежность. Изображения, которые мы 
видим на экране, состоят из ячеек, закрашенных одним цветом. Исходя 
из такого представления, мы можем считать пиксель крохотным закра-
шенным квадратиком. Это так называемая модель ячеек сетки. Но мож-
но также рассматривать пиксель как узел сетки, помеченный значени-
ем изображения. Эта модель узлов сетки уже была показана на рис. 1.1.
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Врезка 1.1 (происхождение термина «пиксель»). Термин «пиксель» – сокраще-
ние от «picture element» (элемент изображения). Он был введен в оборот в кон-
це 1960-х гг. группой исследователей из Лаборатории реактивного движения 
в Пасадене, штат Калифорния, которая занималась обработкой изображений, 
снятых космическими аппаратами. См. [R. B. Leighton, N. H. Horo witz, A. G. Herriman, A. 
T. Young, B. A. Smith, M. E. Davies and C. B. Leovy. Mariner 6 television pictures: First report. 
Science, 165:684–690, 1969].

Пиксели – «атомарные элементы» изображения. Сами по себе они не 
определяют никаких отношений смежности. В модели ячеек сетки мы 
можем предполагать, что пиксели являются смежными тогда и толь-
ко тогда, когда соответствующие им закрашенные квадратики имеют 
общую сторону. Но можно также считать пиксели смежными, если они 
различны и их закрашенные квадратики имеют хотя бы одну общую 
точку (сторону или вершину).

Окна изображения. Окном , ( )m n
pW I  называется часть изображения I, 

имеющая размер m×n и позиционированная относительно начальной 
точки p (т. е. некоторого пикселя). По умолчанию подразумевается, что 
m = n – нечетное число, а p – центр окна. На рис. 1.3 показано окно 

( )
77.73
453,134 ( )W SanMiguel .

Рис. 1.3. Окно 73×77 изображения SanMiguel. На изображении главной  
пирамиды музея Каньяда-де-ла-Вирген в Мексике помечен начальный  

пиксель с координатами p = (453, 134)

Обычно мы упрощаем нотацию и пишем просто Wp, поскольку само 
изображение и размер окна известны из контекста.
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1.1.2. Значения и основные статистики изображения
Значения изображения u берутся из дискретного множества возмож-

ных значений. В компьютерном зрении часто рассматривают отрезок 
вещественной оси [0, 1] ⊂ ℝ как область значений скалярного изобра-
жения. Это особенно полезно, если значения изображения интерполи-
руются выполняемыми процедурами и представляются типом данных 
REAL. В этой книге мы по умолчанию считаем, что значениями изобра-
жения являются целые числа.

Скалярные и бинарные изображения. Значениями скалярного изо-
бражения являются целые числа: u ∈ {0, 1, ..., 2a − 1}. Принято интерпре-
тировать такие скалярные значения как уровни яркости, когда 0 соот-
ветствует черному цвету, 2a − 1 – белому, а остальные уровни линейно 
интерполируются между черным и белым. В таком случае мы говорим, 
что изображение полутоновое. На протяжении многих лет было приня-
то использовать a = 8, но недавно техническим стандартом стало a = 16. 
Чтобы не зависеть от таких деталей, мы будем обозначать Gmax = 2a − 1.

В бинарном изображении пиксели могут принимать только два зна-
чения, традиционно обозначаемые 0 = белый и 1 = черный, т. е. черные 
объекты размещены на белом фоне.

Векторные и RGB-изображения. В векторном изображении, в 
отличие от скалярного, имеется более одного канала или полосы. 
Значениями изображения являются векторы (u1, ..., uNchannels) длины 
Nchannels. Например, цветные изображения в широко распространенной 
цветовой модели RGB имеют три канала, по одному для красной, 
зеленой и синей компоненты. Значения ui в каждом канале принадлежат 
множеству {0, 1, ..., Gmax}, т. е. каждый канал – это просто полутоновое 
изображение. См. рис. 1.4.

Среднее. Пусть имеется скалярное изображение I размера Ncols×Nrows. 
Вслед за математической статистикой мы называем средним (средним 
уровнем яркости) изображения I величину

   1 1

( , )

1 =  ( , )

1     =  ( , )

cols rowsN N

I
x ycols rows

x y

I x y
N N

I x y

= =

∈Ω

=
⋅

Ω

∑ ∑

∑

µ
,            (1.2)

где |𝛺| = Ncols · Nrows – мощность носителя 𝛺, содержащего все пиксели. Мы 
предпочитаем второй способ записи. В этой формуле мы используем I, 
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а не u; I – это отображение, определенное на 𝛺, а u мы оставляем для 
значений отдельных пикселей.

Рис. 1.4. Исходное цветное RGB-изображение Fountain (слева вверху),  
на котором запечатлена площадь в Гуанахуато, и его разложение на три канала: 

красный (справа вверху), зеленый (слева внизу) и синий (справа внизу).  
Красному цвету соответствует высокая яркость красного канала  

и одновременно низкая яркость зеленого и синего каналов

Дисперсия и стандартное отклонение. Дисперсией изображения I 
называется величина

   [ ]22

( , )

1 =  ( , )
I I

x y

I x yσ µ
∈Ω

−
Ω ∑ .            (1.3)

Квадратный корень из нее 𝜎I называется стандартным отклонением 
изображения I.

Применимы такие хорошо известные формулы статистики, как

   
2 2 2

( , )

1 =  ( , )
I I

x y

I x y
∈Ω

 
− Ω 

∑σ µ .            (1.4)

Формула (1.4) позволяет вычислять среднее и дисперсию путем одно-
кратного прохода по изображению. Если бы мы использовали опреде-
ления (1.2) и (1.3), то понадобилось бы два прохода: один для вычисле-
ния среднего и второй для вычисления дисперсии.
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Гистограммы. Гистограмма представляет таблицу частот, обычно 
в виде столбиков на графике. С помощью гистограмм представляются 
частоты значений скалярного изображения или одного из каналов век-
торного изображения.

Пусть имеется скалярное изображение I с пикселями (i, j, u), где 
0 ≤ u ≤ Gmax. Мы определяем абсолютные частоты, подсчитывая, сколь-
ко раз значение u встречается в носителе Ω, содержащем все пиксели:

   HI(u) = ⃒{(x, y) ∈ 𝛺 : I (x, y) = u}⃒    ,             (1.5)

где | · | обозначает мощность множества. Относительные частоты – зна-
чения между 0 и 1 – можно сравнить с функцией плотности вероятности 
(ФПВ) распределения дискретной случайной величины I(p). Они вычис-
ляются по формуле

    ( )( ) I
I

H uh u =
Ω

.             (1.6)

Значения HI(0), HI(1), ..., HI(Gmax) определяют (абсолютную) гистограм-
му уровней яркости скалярного изображения I. На рис. 1.5 показаны 
гистограммы исходного изображения и трех его модифицированных 
вариантов.

Рис. 1.5. Гистограммы для изображения Neuschwanstein размера 200×231.  
Слева вверху: исходное изображение. Справа вверху: более яркий вариант.  

Слева внизу: более темный вариант. Справа внизу: после выравнивания гистограммы 
(объяснение см. ниже)

Мы можем также вычислить среднее и дисперсию на основе относи-
тельных частот:
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Так получается быстрее, если гистограмма уже вычислена.
Абсолютная и относительная кумулятивная частота определяются 

следующим образом:

  
0

( ) = ( )
u

I IC u H
=

∑
υ

υ      и     
0

( ) = ( )
u

I Ic u h
=

∑
υ

υ .           (1.8)

Эти значения показываются на кумулятивных гистограммах. Отно-
сительные частоты можно сравнить с функцией вероятности Pr[I(p) ≤ u] 
дискретной случайной величины I(p).

Статистики значений в окне. Рассмотрим окно по умолчанию 
, ( )n n

pW W I= , где n = 2k + 1 и p = (x, y). Тогда в координатах окна имеем

   2

1 =  ( , )
k k

W
i k j k

I x i y j
n

+ +

=− =−

+ +∑ ∑µ .            (1.9)

См. рис. 1.6. Формулы для дисперсии и других показателей можно 
модифицировать аналогично.

Рис. 1.6. Пример двух окон размера 104×98 в изображении Yan  
и соответствующих им гистограмм. 

Верхнее окно: μW1
 = 133,7, σW1 

= 55,4. Нижнее окно: μW2 
= 104,6, σW2 

= 89,9

Пример 1.1 (примеры окон и гистограмм). В изображении Yan размера 
489×480, показанном на рис. 1.6, мы видим два выделенных рамкой окна раз-



1.1.Изображениявпространственнойобласти  25

мера 104×98: W1, содержащее лицо, и W2, содержащее части скамьи и платья. 
Там же приведены гистограммы для обоих окон.

Трехмерное представление уровней яркости (которые в таком случае интер-
претируются как возвышения) иллюстрирует различные «степени однородно-
сти» изображения. Пример см. на рис. 1.7. Крутой подъем с нижнего плато на 
верхнее на левом рисунке – типичная иллюстрация «границы» внутри изобра-
жения.

104 пикселя 104 пикселя

98 пик-
селей98 пик-

селей

0 0

255 255

Рис. 1.7. Слева: «крутой переход от темного к яркому». 
Справа: «незначительное» изменение. Обратите внимание  

на разные масштабы трехмерных представлений обоих окон на рис. 1.6

В процессе анализа изображения мы должны классифицировать окна 
по категориям, например: «внутри однородной области», «низкая конт-
растность», «содержит границу между двумя разными областями» или 
«высокая контрастность». Мы определяем контрастность C(I) изобра-
жения I как среднюю абсолютную величину разности между значением 
пикселя и средним значением соседних пикселей.

           ( , )
( , )

1( ) =  ( , ) A x y
x y

C I I x y
∈Ω

−
Ω ∑ µ ,          (1.10)

где μA(x,y) – среднее значение, вычисленное по пикселям, соседним с 
находящимся в позиции (x, y).

Еще один пример использования низкоуровневых статистик для 
простой интерпретации изображений показан на рис. 1.4. Средние зна-
чения, посчитанные по красному, зеленому и синему каналам, показы-
вают, что в изображении больше красного цвета (правый верхний ри-
сунок, среднее значение равно 154) и меньше зеленого (левый нижний 
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рисунок, среднее значение равно 140) и синего (правый нижний рису-
нок, среднее значение равно 134). Это можно проверить более точно, 
взглянув на гистограммы всех трех каналов. На них видно, что «более 
ярким» является красный канал, особенно в области, занятой домом 
в центре, а зеленый и синий каналы в той же области «более темные».

1.1.3. Пространственные и временные меры данных
Уже приведенных выше базовых понятий из математической статис-

тики достаточно, чтобы определить функции, описывающие изображе-
ния: построчно в случае одного изображения или покадрово в случае 
последовательности изображений.

Статистики значений в профиле яркости. При первоначальном 
анализе изображений в новой предметной области можно получить 
весьма полезную информацию, если визуализировать профили яркос
ти, определяемые одномерными сечениями скалярных массивов дан-
ных.

На рис. 1.8 показаны два профиля яркости по оси x, построенных для 
заданного полутонового изображения. Как и раньше, мы можем ис-
пользовать среднее, дисперсию и гистограммы «узких» окон размера 
Ncols×1, чтобы получить общее представление о распределении значе-
ний изображения.

Рис. 1.8. Слева: выделены две строки изображения для представления в канале 
яркости (т. е. значения (R + G + B)/3) для изображения SanMiguel на рис. 1.3.  

Справа: профили яркости обеих выбранных строк

Пространственные и временные статистики значений. Гисто-
граммы и профили яркости – примеры пространственных статистик 
значений. Так, профили яркости для строк с номерами от 1 до Nrows одного 
изображения I определяют последовательность дискретных функций, 
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которую можно сравнить с соответствующей последовательностью для 
другого изображения J.

Рассмотрим еще один пример – последовательность изображений, 
состоящую из кадров It, t = 1, 2, ..., T, определенных на одном и том же 
носителе 𝛺. Для лучшего понимания распределения значений полез-
но определить скалярную меру данных (t), которая сопоставляет одному 
кадру It одно число, и сравнить различные меры данных для заданного 
дискретного временного интервала [1, 2, ..., T], получив тем самым вре-
менны�е статистики данных.

Например, определение контрастности (1.10) индуцирует меру дан-
ных 𝒫(t) = C(It), определение среднего (1.2) – меру данных ℳ(t) = μIt

, 
а определение дисперсии (1.3) – меру данных 𝒱(t) = 𝜎2

It
.

На рис. 1.9 сверху показаны две меры данных на последовательности 
400 изображений. (В данном контексте не важно, какие именно изобра-
жения и меры данных использовались.) Области значений разных мер 
различаются и могут быть охарактеризованы средним и дисперсией. 
Для более точного сравнения мы преобразуем обе меры в функции, 
имеющие одинаковые среднее и дисперсию.

Рис. 1.9. Сверху: график двух мер данных для последовательности 400 кадров. 
Снизу: те же меры после нормировки среднего и дисперсии

Нормировка двух функций. Обозначим μf и 𝜎f среднее и стандартное от-
клонение функции f. Пусть даны две вещественные функции f и g с одной и той 
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же дискретной областью определения, скажем 1, 2, ..., T, и ненулевыми диспер-
сиями. Положим

    g
f g

f

= −
σ

α µ µ
σ

,           

(1.11)
   

и
 f

g

=
σ

β
σ

    ( ) ( ( ) )newg x g x= +β α .           (1.12)

Тогда функция gnew будет иметь такие же среднее и дисперсию, как 
функция f.

Расстояние между двумя функциями. Теперь определим расстоя-
ние между двумя вещественными функциями с одной и той же облас-
тью определения, например 1, 2, ..., T:

   1
1

1( , ) =  ( ) ( )
T

x

d f g f x g x
T =

−∑ ,          (1.13)

   ( )2
2

1

1( , ) =  ( ) ( )
T

x

d f g f x g x
T =

−∑ .          (1.14)

Оба расстояния являются метриками, т. е. для них выполняются сле-
дующие аксиомы:

1) f = g тогда и только тогда, когда d(f, g) = 0;
2) d(f, g) = d(g, f) (симметричность);
3) d(f, g) ≤ d(f, h) + d(h, g) для произвольной третьей функции h (нера-

венство треугольника).

Структурное подобие мер данных. Пусть заданы две разные про-
странственные или временные меры данных ℱ и 𝒢 с одной и той же 
областью определения 1, 2, ..., T. Сначала отобразим 𝒢 в 𝒢new, так чтобы 
у обеих мер были одинаковые среднее и дисперсия, а затем вычислим 
расстояние между ℱ и 𝒢new, применяя любую из метрик L1 или L2.

Две меры ℱ и 𝒢 называются структурно подобными, если расстояние 
между ℱ и 𝒢new близко к нулю. Структурно подобные меры принимают 
локальные максимумы и минимумы приблизительно в одних и тех же 
точках.



1.1.Изображениявпространственнойобласти  29

1.1.4. Ступенчато-граничная модель
Изломы в изображениях – это признаки, которые часто бывают по-

лезны на начальной стадии процедуры анализа. Границы представляют 
собой важную информацию, позволяющую лучше понять изображение 
(например, устранить влияние переменного освещения). Удалив все 
данные, кроме границ, мы сможем упростить данные. На рис. 1.10 по-
нятие «границы» иллюстрируется тремя примерами.

Рис. 1.10. Границы, или визуальные силуэты, уже много тысяч лет используются, 
чтобы показать «существенную информацию», например в пещерных рисунках. 
Слева: изображение Taroko, на котором показаны древние рисунки коренного 

населения Тайваня. В середине: фрагмент изображения Aussies с силуэтами, 
спроецированными на стену здания Q1 в городе Голд-Кост, Австралия.  

Справа: торговый центр в Шанхае, изображение OldStreet

Изломы в изображениях могут быть локализованы в небольших ок-
нах (например, зашумленные пиксели) или определять границы между 
областями с разными характеристиками сигнала.

Что такое граница? На рис. 1.11 показано разнообразие границ в 
изображениях. Для этого мы двигаемся слева направо по профилю 
яркости в соответствии со ступенчатограничной моделью (step-edge 
model). В этой модели предполагается, что границы определяются из-
менениями локальных производных. Альтернативную фазовоконгру-
энтную модель мы обсудим в разделе 1.2.5.

После удаления шума предположим, что изображение представля-
ет отсчеты непрерывной функции I(x, y), определенной на евклидовой 
плоскости ℝ2, для которой можно взять первую и вторую частные про-
изводные по x и y. На рис. 1.12 иллюстрируются свойства таких произ-
водных.
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Рис. 1.11. Ступенчато-граничная модель.  
Слева: синтетические входные изображения. Справа: профили яркости, 

соответствующие изображениям слева. Сверху вниз: идеальные ступеньки,  
линейная граница, гладкая граница, зашумленная граница, тонкая линия  

и излом при переходе от светлой области к темной

Выделение ступенчатых границ с помощью первой и второй 
производных. На рис. 1.12 показана зашумленная гладкая грани-
ца, которая сначала преобразуется в границу, свободную от шумов 
(разумеется, это всего лишь наше оптимистическое предположение). 
Первая производная отображает интервалы приблизительного посто-
янства функции в значения, близкие к 0, а возрастание и убывание 
представляет наклоном. Вторая производная делает то же самое, когда 
входными данными является первая производная. Обратите внима-
ние, что «середина» гладкой границы находится в точке локального 
максимума или локального минимума первой производной и что в 
этой точке вторая производная меняет знак; это называется переходом 
через нуль.
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Профиль яркости входного изображения После устранения шума

Первая производная Вторая производная

Рис. 1.12. Входной сигнал, сигнал после устранения шума,  
первая производная, вторая производная

Изображение как непрерывная поверхность. Значение изображе-
ния I можно интерпретировать как аппликату некоторой поверхности 
в точке расположения пикселя. См. рис. 1.13. При такой интерпретации 
изображение I определяет долины, плато, плавные или крутые склоны 
и т. д. Значения частных производных по x и по y соответствуют убы-
ванию или возрастанию высоты либо пребыванию на одном уровне. 
Напомним некоторые основанные на производных понятия, применя-
емые в математическом анализе для описания поверхностей.

Рис. 1.13. Слева: синтетическое входное изображение с пикселем в точке (x, y). 
Справа: касательная плоскость (зеленая) к поверхности в точке (x, y, I(x, y)),  

нормаль n = [a, b, 1]T, ортогональная этой плоскости, и частные производные 
a (по x) и b (по y) в левосторонней декартовой системе координат, определенной 

координатами изображения x и y и осью значения изображения u
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Первые производные. Нормаль n ортогональна касательной плос
кости в точке, соответствующей пикселю (x, y, I(x, y)); касательная 
плоскость аппроксимирует поверхность, определяемую значениями 
изображения I(x, y) на плоскости xy. Нормаль составляет угол γ с осью 
значений изображения.

Градиент

   ,I II I
x y

Τ
 ∂ ∂∇ = =  ∂ ∂ 

grad           (1.15)

объединяет обе частные производные в точке p = (x, y). Символ ∇I чита-
ется «набла I». Правильнее было бы писать [grad f](p) и т. д., но мы будем 
опускать позицию пикселя p, чтобы формулы было проще читать.

Направление нормали

    , , 1I I
x y

Τ
 ∂ ∂= + ∂ ∂ 

n            (1.16)

может совпадать с положительным или отрицательным направлением 
оси u; мы выбрали положительное направление, поэтому в формаль-
ном определении фигурирует +1. Углом наклона

    
2

1arccos=
n

γ              (1.17)

называется угол между осью u и нормалью n. Первые производные по-
зволяют вычислить длину (или модуль) градиента и нормали:

   

22

2

I II
x y

 ∂ ∂ = +    ∂  ∂ 
grad

.         (1.18)
  

и
  

22

2 1I I
x y

 ∂ ∂ = + +    ∂  ∂ 
n

Из рис. 1.12 и следующего за ним обсуждения мы делаем вывод:

Наблюдение 1.1. Похоже, имеет смысл искать границы в точках, где модули 
||grad I||2 или ||n||2 достигают локального максимума.

Вторые производные. Вторые производные объединяются в лапла-
сиан I, определяемый как
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2 2

2
2 2

I II I
x y

∂ ∂∆ = ∇ = +
∂ ∂

,           (1.19)

или квадратичную вариацию I, определяемую как1

   
2 2 22 2 2

2 22I I I
x x y y

     ∂ ∂ ∂+ +     ∂ ∂ ∂ ∂     
.           (1.20)

Отметим, что лапласиан и квадратичная вариация – скаляры, а не 
векторы, как градиент и нормаль. Таким образом, мы приходим к сле-
дующему выводу.

Наблюдение 1.2. Похоже, имеет смысл искать границы в точках, где лапласиан 
∆I или квадратичная вариация переходят через ноль.

Карты границ и способы выделения границ. Операторы выделе-
ния границ преобразуют изображения в граничные изображения, или 
карты границ; пример см. на рис. 1.14. Не существует «общего опреде-
ления границы», а стало быть, и «общего детектора границ».

Рис. 1.14. Полутоновое изображение WuhanU (слева)  
преобразовано в граничное изображение (или карту границ) (в середине)  

и раскрашенную карту границ (справа). Цвет можно использовать для иллюстрации 
направлений или силы границ. Изображено главное административное здание 
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В пространственной области границы можно обнаружить, следуя 
ступенчато-граничной модели (см. разделы 2.3.3 и 2.4) или с помощью 
остаточного изображения относительно сглаживания (см. разделы 2.3.2 
и 2.3.5).

Разрывы можно обнаружить и в частотной области, например с по-
мощью фильтра верхних частот, как описано в разделе 2.1.3, или путем 
применения фазово-конгруэнтной модели; см. описание этой модели в 
разделе 1.2.5 и алгоритм ее использования в разделе 2.4.3.

1 Точнее, функция I удовлетворяет условию дважды дифференцируемости, если 
2 2I I

x y y x
   ∂ ∂=   ∂ ∂ ∂ ∂   

. 
В (1.20) мы предположили, что это условие выполнено.
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