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Глава 1
О чем эта книга

Невозможно познать мир, не познав математику.

Роджер Бэкон. Большое сочинение

Эта книга о программировании, но она отличается от большинства книг на ту же 
тему. Наряду с алгоритмами и кодом вы найдете в ней математические доказатель-
ства и исторические сведения о математических открытиях с античных времен до 
наших дней.

Если быть точным, то эта книга посвящена обобщенному программированию, 
подходу, сформировавшемуся в 1980-х годах и ставшему популярным после соз-
дания библиотеки  Standard Template Library (STL) для языка C++ в 1990-х годах. 
Можно дать такое определение.

Определение 1.1. Обобщенным программированием  называется подход к про-
граммированию, в котором упор делается на проектирование таких алгоритмов 
и структур данных, которые работали бы в наиболее общей ситуации без потери 
эффективности.

У тех, кому доводилось использовать STL, возможно, мелькнула мысль: «Как?! 
Вот это и есть обобщенное программирование? А как же шаблоны, характеристики 
итераторов и все прочее?» А это всего лишь языковые средства, обеспечивающие 
поддержку обобщенного программирования. И хотя, безусловно, следует знать, 
как использовать их эффективно, обобщенное программирование как таковое – 
это отношение к программированию, а не конкретный набор средств.

Мы считаем, что такое отношение – стремление писать код самым общим спо-
собом – должны воспринять все программисты. Компоненты хорошо написанной 
обобщенной программы проще повторно использовать и модифицировать, чем 
компоненты программы, в которой структуры данных, алгоритмы и интерфейсы 
отягощены ненужными предположениями о конкретном применении. Обобщен-
ная программа оказывается одновременно проще и эффективнее.

1.1. Программирование и математика
Так откуда же проистекает обобщенное отношение к программированию и как ему 
научиться? Проистекает оно из математики, а точнее, из ее раздела, называемого 
общей алгеброй . Чтобы помочь вам разобраться в этом подходе, мы дадим краткое 
введение в общую алгебру, сосредоточившись на том, как рассуждать об объектах 
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в терминах абст рактных свойств операций над ними. Обычно этот предмет изуча-
ется на математических факультетах университетов, но мы полагаем, что он ис-
ключительно важен для понимания обобщенного программирования.

Вообще, многие фундаментальные идеи программирования берут начало в ма-
тематике. Знания о том, как эти идеи возникли и развивались, поможет при обду-
мывании проекта программы. Например, «Начала» Евклида , написанные больше 
2000 лет назад, и по сей день остаются одним из лучших примеров построения 
сложной системы из мелких, простых для понимания элементов.

Хотя существо обобщенного программирования –  абстрагирование, абстрак-
ции – не возникают готовыми из ничего. Чтобы понять, как построить нечто общее, 
начать следует с чего-то конкретного. В частности, чтобы выявить подходящие 
абст ракции, необходимо понять особенности конкретной предметной области.

Абстракции, рассматриваемые в общей алгебре, берут начало в конкретных ре-
зультатах одного из самых старых разделов математики – теории чисел . Поэтому 
мы познакомимся с некоторыми ключевыми идеями теории чисел, которая зани-
мается свойствами целых чисел и, в особенности делимостью.

Мыслительный процесс, вырабатывающийся при изучении математики, помо-
жет вам усовершенствоваться в программировании. Но мы также покажем, что 
иногда и сами математические результаты становятся фундаментом современных 
программных приложений. В частности, в конце книги мы увидим, как некоторые 
результаты такого рода применяются в криптографических протоколах, лежащих 
в основе конфиденциальности в сети и электронной коммерции.

В этой книге мы постоянно переходим от математики к программированию и 
обратно. Важные математические идеи переплетаются с обсуждением как кон-
кретных алгоритмов, так и методов обобщенного программирования. Некоторые 
алгоритмы мы упоминаем лишь вскользь, тогда как другие уточняем и обобщаем 
на протяжении всей книги. Две главы посвящены одной лишь математике, а две 
другие – исключительно программированию, но большая часть глав содержит ма-
териал, относящийся к тому и другому.

1.2. Исторические справки
Нам всегда казалось, что изучение становится проще и интереснее, если материал 
представлен в историческом контексте. Что происходило в описываемое время? 
Кем были участники событий, как они пришли к своим идеям? Была ли работа 
одного человека основана на результатах другого или это была попытка опровер-
жения предшествующих результатов? Поэтому, знакомя читателя с математиче-
скими идеями, мы стараемся рассказывать об их истории и о людях, которые их 
выдвинули. Во многих случаях мы приводим краткие биографии математиков, 
сыгравших главную роль в описываемой истории. Это не исчерпывающие энцик-
лопедические статьи, а всего лишь попытка погрузить конкретных людей в исто-
рический контекст.

Хотя мы привержены историческому взгляду на вещи, это не означает, что книга 
задумана как история математики или что описанные в ней идеи представлены в 



хронологическом порядке. Когда необходимо, мы свободно перемещаемся по векам 
и странам, но в любом случае стараемся представить все идеи на историческом фоне.

1.3. Требования к читателю
Поскольку значительная часть книги посвящена математике, у вас может сло-
житься впечатление, что для ее понимания нужна основательная математиче-
ская подготовка. Но хотя умение логически мыслить предполагается (впрочем, 
это в любом случае необходимо, чтобы стать хорошим программистом), никакие 
знания сверх школьной программы по алгебре и геометрии не требуются. В двух 
разделах показаны приложения, в которых используются элементы линейной ал-
гебры (векторы и матрицы), но их можно без ущерба для понимания пропустить, 
если эти понятия вам незнакомы. В приложении A объясняются используемые 
обозначения.

Важная часть математики – умение строить формальное доказательство. В этой 
книге доказательств немало. Читать ее будет проще, если вы уже встречались с до-
казательствами – в школьной геометрии, в лекциях по теории автоматов в курсе 
информатики или математической логики. Мы описали несколько стандартных 
приемов доказательства – с примерами – в приложении B.

Мы предполагаем, что раз вы читаете эту книгу, то уже являетесь програм-
мистом. И в частности, достаточно хорошо знакомы с каким-нибудь типичным 
императивным языком программирования, например C, C++ или Java. Все наши 
примеры написаны на C++ , но мы ожидаем, что вы сможете их понять, даже если 
никогда раньше не программировали на этом языке. Конструкции, уникальные 
для C++, объяснены в приложении C. Мы убеждены, что обсуждаемые в книге 
принципы применимы к программированию в целом, а не только к языку C++.

Многие рассматриваемые в этой книге вопросы обсуждаются под другим углом 
зрения и более формально в книге «Elements of Prog ramming » Степанова  и Мак-
джонса . Для читателей, желающих более глубоко разобраться в теме, она станет 
полезным дополнением. Поэтому в некоторых местах мы отсылаем интересую-
щихся читателей к соответствующим разделам книги «Elements of Programming».

1.4. План книги
Перед тем как переходить к деталям, полезно составить общее представление 
о том, чего мы собираемся достичь.

  В главе 2 излагается история древнего алгоритма умножения и рассказыва-
ется о том, как его можно улучшить.

  В главе 3 мы опишем некоторые ранние наблюдения, касающиеся свойств 
чисел, и рассмотрим эффективную реализацию алгоритма поиска простых 
чисел.

  В главе 4 мы познакомимся с алгоритмом нахождения наибольшего общего 
делителя (НОД), который ляжет в основу некоторых наших последующих 
абстракций и приложений.

План книги  15
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  Глава 5 посвящена математическим результатам, в том числе двум теоре-
мам, важнейшая роль которых станет ясна ближе к концу книги.

  В главе 6 приводится введение в общую алгебру, являющуюся источником 
самой идеи обобщенного программирования.

  В главе 7 показано, как эти математические идеи позволяют обобщить алго-
ритм арифметического умножения чисел на различные программные при-
ложения.

  В главе 8 вводятся новые абстрактные математические структуры и объяс-
няется, к каким новым приложениям они ведут.

  Глава 9 посвящена аксиоматическим системам, теориям и моделям – все это 
элементы обобщенного программирования.

  В главе 10 излагаются концепции обобщенного программирования и рас-
сматриваются тонкости некоторых, на первый взгляд, простых задач.

  В главе 11 продолжается изучение ряда фундаментальных задач програм-
мирования и показывается, как можно воспользоваться теоретическими 
знаниями о проблеме для построения различных практических реализаций.

  В главе 12 рассматривается вопрос о том, как аппаратные ограничения мо-
гут стать стимулом для выработки нового подхода к старому алгоритму, и 
демонстрируются новые применения НОД.

  В главе 13 математические и алгоритмические результаты сов местно ис-
пользуются для построения важного криптографического приложения.

  В главе 14 подытоживаются основные идеи, рассмотренные в книге.
На протяжении всей книги математика переплетается с программированием, 

хотя в одной-двух главах следы того или другого могут ненадолго теряться. Но 
каждая глава играет свою роль в следующей цепочке рассуждений, которая под-
водит итог книге:

 Чтобы стать хорошим программистом, необходимо понимать принципы 
обобщенного программирования. Чтобы понимать принципы обобщенно-
го программирования, нужно понимать  абстракции. Чтобы понимать аб-
стракции, нужно понимать лежащие в их основе математические идеи.

Это и есть история, которую мы собираемся рассказать.



Глава 2
Первый алгоритм

Моисей быстро изучил арифметику и геометрию.
…Это знание он почерпнул у египтян, которые 
почитали математику превыше всех наук.

Филон Александрийский.
«Жизнь Моисея»

Алгоритмом  называется конечная последовательность шагов по нахождению ре-
шения вычислительной задачи. Алгоритмы настолько тесно ассоциируются с про-
граммированием компьютеров, что большинство людей, знакомых с этим словом, 
вероятно, считает, что и сама идея алгоритма возникла в информатике. На самом 
же деле алгоритмы существуют уже тысячи лет. Математика изобилует алгорит-
мами, и некоторыми из них мы пользуемся ежедневно. Даже изучаемый в началь-
ных классах способ сложения многозначных чисел – алгоритм.

Несмотря на долгую историю, понятие алгоритма существовало не всегда; его 
необходимо было изобрести. Мы не знаем, когда был изобретен первый  алгоритм, 
но знаем, что в Древнем Египте они существовали по меньшей мере 4000 лет назад.

*    *    *
Древнеегипетская цивилизация сформировалась вокруг реки Нил, а сельское 

хозяйство в ней зависело от разливов, удобряющих почву. Проблема состояла 
в том, что каждый разлив Нила смывал все вешки, отмечающие границы земельных 
участков. Египтяне, использовавшие для измерения расстояний веревки, приду-
мали процедуры, позволяющие справляться с записями и восстанавливать грани-
цы участков. За это отвечала особая группа жрецов, изучавших соответствую щие 
математические методы; они назывались «натягивателями веревок», или гарпе-
донаптами. Позже греки назвали их геометрами, то есть «измерителями Земли».

К сожалению, сведений о математических знаниях египтян сохранилось не-
много. Лишь два относящихся к математике документа дошли до наших дней. 
Интересующий нас называется «Математический папирус Ринда » – по имени 
шотландского коллекционера XIX века, который купил его в Египте. Этот доку-
мент, написанный примерно в 1650 году до н. э. писцом по имени Ахмес , является 
сборником задач по арифметике и геометрии, а также включает ряд таблиц для 
вычислений. В числе прочего этот свиток содержит первые  письменно зафиксиро-
ванные алгоритмы – способы быстрого умножения и деления. Начнем с рассмот-
рения алгоритма быстрого умножения, который, как мы увидим ниже, и в наше 
время остается важной техникой вычислений.
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2.1. Египетское умножение
  В египетской системе счисления, как и в системах всех прочих древних цивилиза-
ций, не использовалась позиционная нотация и отсутствовал способ для представ-
ления нуля . Поэтому умножение было чрезвычайно сложной операцией, доступ-
ной лишь немногим специально обученным людям (представьте, как бы вы стали 
перемножать большие числа, не имея ничего, кроме римской системы записи).

Но как мы определяем умножение ? Если говорить неформально, то «сложить 
нечто с самим собой определенное число раз». Формально же можно выделить два 
случая: умножение на 1 и умножение на число, большее 1.

Умножение на 1 определяется так:

1a = a.  (2.1)

Далее нужно рассмотреть случай, когда мы хотим вычислить произведение уже 
вычисленного результата и еще одного экземпляра числа. Некоторые читатели 
узна ют в этом процессе индукцию; позже мы опишем эту технику более формально.

(n + 1)a = na + a.   (2.2)

Один из способов умножить n на a состоит в том, чтобы n раз сложить a с са-
мим собой. Однако если числа велики, то это может оказаться очень трудоемким 
делом, потому что необходимо n – 1 сложений. На C++ этот алгоритм можно запи-
сать так:

int multiply0(int n, int a) {
  if (n == 1) return a;
  return multiply0(n - 1, a) + a;
}

Строки кода соответствуют выражениям (2.1) и (2.2). Оба числа a и n должны 
быть положительны, а других чисел древние египтяне и не знали.

Описанный Ахмесом алгоритм – древние греки называли его «египетским 
умно жением», а многие современные авторы « алгоритмом русского крестьяни-
на»1 – опирается на следующее тождество:

4a = ((a + a) + a) + a
      = (a + a) + (a + a).

В основе этой оптимизации лежит правило ассоциативности сложения  :

a + (b + c) = (a + b) + c.

1 Многие специалисты по информатике узнали это название из книги Кнута  «Искусство 
программирования », где говорится, что путешествующие по России XIX века видели, 
как крестьяне пользуются этим алгоритмом. Однако первое упоминание об этой истории 
встречается в изданной в 1911 году книге сэра Томаса Хита, который пишет: «Мне со-
общали, что этот метод используется и сегодня (некоторые говорят, что в России, но я не 
смог это проверить)…»



Это позволяет нам вычислить сумму a + a только один раз и, значит, уменьшить 
количество сложений.

Идея заключается в том, чтобы, повторно уменьшая вдвое n и удваивая a, вы-
числять сумму количества экземпляров, кратного степеням двойки. В то время 
алгоритмы не описывались в терминах переменных типа a и n; автор просто при-
водил пример и говорил: «А для других чисел поступай точно так же». Ахмес не 
был исключением; он продемонстрировал алгоритм, приведя следующую таблицу 
для умножения n = 41 на a = 59:

1  59
2 118
4 236
8  472

16 944
32  1888

Числа в левом столбце – степени 2, каждое число в правом столбце (кроме 
первого) вдвое больше стоящего прямо над ним (сложение числа с самим собой – 
сравнительно простая операция). Числа, помеченные галочкой в среднем столбце, 
соответствуют единичным битам в двоичном представлении числа 41. Приведен-
ная таблица, по существу, означает:

41  59 = (1  59) + (8  59) + (32  59),

причем каждое число в правой части можно получить удвоением 59 нужное число 
раз.

Алгоритм должен проверять, является n четным или нечетным, поэтому мы 
можем предположить, что египтяне знали об этом различии, хотя прямых доказа-
тельств у нас нет. Однако древние греки, утверждавшие, что узнали о математике 
от египтян, без сомнения знали о нем. Вот как они определяли1, является число 
четным или нечетным (в современной нотации)2:

Мы также воспользуемся следующим свойством:

odd(n) ⇒ half(n) = half(n – 1).

1 Это определение встречается в датируемой I веком работе Никомаха из Герасы  «Введе-
ние в арифметику », книга I, глава VII. Он пишет: «Чётным называется число, которое 
разделяется на два равных и не содержит единицы в середине; а нечётное число не может 
разделяться на два равных из-за присутствия единицы в середине».

2 Символ ⇒ читается «влечет за собой». Сводка математических обозначений, используе-
мых в этой книге, приведена в приложении A.

Египетское умножение  19
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Вот как можно выразить египетский алгоритм умножения на C++:

int multiply1(int n, int a) {
  if (n == 1) return a;
  int result = multiply1(half(n), a + a);
  if (odd(n)) result = result + a;
  return result;
}

Для реализации odd(x) достаточно проверить младший бит x, а для реализации 
half(x) – сдвинуть x на один разряд вправо:

bool odd(int n) { return n & 0x1; }
int half(int n) { return n >> 1; }

Сколько сложений должна будет выполнить функция multiply1? При каждом 
ее вызове выполняется сложение, обозначенное знаком + в выражении a + a. По-
скольку в процессе рекурсии мы уменьшаем значение n вдвое, то всего функция 
будет вызвана log n раз1.  А в некоторых случаях придется еще выполнить сложе-
ние, обозначенное знаком + в выражении result + a. Таким образом, общее число 
сложений равно:

#+(n) = ⌊log n⌋ + (v(n) – 1),

где v(n) – количество единиц в двоичном представлении n (вес Хэмминга ). Сле-
довательно, мы свели алгоритм со сложностью O(n) к алгоритму со сложностью 
O(log n).

Является ли этот алгоритм оптимальным? Не всегда. Например, при умноже-
нии на 15 предыдущая формула дает результат:

#+(15) = 3 + 4 – 1 = 6.

Но можно умножить на 15, выполнив всего 5 сложений:

int multiply_by_15(int a) {
  int b = (a + a) + a; // b == 3*a
  int c = b + b; // c == 6*a
  return (c + c) + b; // 12*a + 3*a
}

Такая последовательность операций называется  цепочкой сложений. В данном 
случае мы нашли оптимальную цепочку сложений для умножения на 15. Тем не 
менее алгоритм Ахмеса достаточно хорош для большинства применений.

Упражнение 2.1. Найти оптимальные цепочки сложений для всех n < 100.

Возможно, читатель заметил, что вычисления можно ускорить, если обратить 
порядок аргументов в случае, когда первый больше второго (например, вычислить 

1 Всюду в этой книге под «log» понимается логарифм по основанию 2, если явно не огово-
рено противное.



3  15 проще, чем 15  3). Это действительно так, и египтяне об этом знали. Но мы 
не станем сейчас добавлять эту оптимизацию, потому что в главе 7 этот алгоритм 
будет обобщен на случай, когда типы аргументов необязательно совпадают и их 
порядок, следовательно, небезразличен.

2.2. Улучшение алгоритма
С точки зрения количества сложений наша функция multiply1 работает хорошо, 
однако она выполняет ⌊log n⌋ рекурсивных вызовов. Поскольку вызов функции 
обходится дорого, мы хотим изменить программу, избавившись от накладных рас-
ходов.

При этом мы будем придерживаться принципа «часто много работы сделать 
проще, чем мало». Точнее, мы будем вычислять выражение

r + na,

где в r аккумулируются частичные произведения na. Иными словами, мы будем 
выполнять операцию умножить и аккумулировать, а не просто умножить. Этот 
принцип справедлив не только в программировании, но и в проектировании про-
граммного обеспечения и в математике, где часто бывает проще доказать общий 
результат, чем частный случай.

Вот как выглядит наша функция умножения с аккумулированием :

int mult_acc0(int r, int n, int a) {
  if (n == 1) return r + a;
  if (odd(n)) {
   return mult_acc0(r + a, half(n), a + a);
  } else {
   return mult_acc0(r, half(n), a + a);
  }
}

У этой функции есть инвариант: r + na = r0 + n0a0, где r0, n0 и a0 – начальные 
значения переменных.

Мы можем еще улучшить этот код, упростив рекурсию. Отметим, что два рекур-
сивных вызова различаются только первым аргументом. Вместо двух рекурсив-
ных вызовов для случаев четного и нечетного чисел мы можем просто изменить 
значение r перед рекурсией:

int mult_acc1(int r, int n, int a) {
  if (n == 1) return r + a;
  if (odd(n)) r = r + a;
   return mult_acc1(r, half(n), a + a);
}

Теперь наша функция обладает свойством хвостовой рекурсии  – рекурсия про-
исходит только при возврате значения. Скоро мы воспользуемся этим фактом.

Улучшение алгоритма  21
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Сделаем два наблюдения:
  n редко бывает равно 1;
  если n четно, то не имеет смысла проверять, равно ли оно 1.

Поэтому можно уменьшить количество сравнений с 1 вдвое, если проверять на 
нечетность сначала:

int mult_acc2(int r, int n, int a) {
  if (odd(n)) {
    r = r + a;
    if (n == 1) return r;
  }
  return mult_acc2(r, half(n), a + a);
}

Некоторые программисты думают, что оптимизирующий компилятор сам про-
изведет такие преобразования, но это редко оказывается правдой: компилятор не 
способен преобразовать один алгоритм в другой.

То, что мы сейчас имеем, уже неплохо, но в конечном итоге мы хотим вообще 
устранить рекурсию и избавиться от накладных расходов на вызов функции. Это 
проще сделать, если функция обладает свойством строгой хвостовой рекурсии.

Определение 2.1. Говорят, что функция обладает свойством строгой хвостовой 
рекурсии, если во всех рекурсивных вызовах формальные параметры совпадают 
с соответствующими аргументами.

Чтобы добиться этого, мы просто присвоим нужные значения переменным до 
того, как передать их рекурсивному вызову:

int mult_acc3(int r, int n, int a) {
  if (odd(n)) {
    r = r + a;
    if (n == 1) return r;
  }
  n = half(n);
  a = a + a;
  return mult_acc3(r, n, a);
}

Теперь не составляет труда преобразовать этот код в итеративный, заменив 
хвос товую рекурсию циклом while(true):

int mult_acc4(int r, int n, int a) {
  while (true) {
    if (odd(n)) {
      r = r + a;
      if (n == 1) return r;
    }
    n = half(n);
    a = a + a;
  }
}



Имея оптимизированную таким образом функцию умножения с аккумулиро-
ванием, мы можем написать новую версию функции умножения, в которой будет 
вызываться вспомогательная функция умножения с аккумулированием:

int multiply2(int n, int a) {
  if (n == 1) return a;
  return mult_acc4(a, n - 1, a);
}

Отметим, что мы сэкономили на одном обращении к mult_acc4, сразу установив 
результат в a вместо 0.

Это хорошо во всех случаях, кроме ситуации, когда n является степенью 2. Пер-
вым делом мы вычитаем 1, а это значит, что mult_acc4 передается число, двоичное 
представление которого содержит только единицы, то есть имеет место худший 
для алгоритма случай. Чтобы избежать этого, мы проделаем часть работы заранее, 
если n четно: будем делить на два (одновременно вдвое увеличивая a), пока n не 
станет нечетным:

int multiply3(int n, int a) {
  while (!odd(n)) {
    a = a + a;
    n = half(n);
  }
  if (n == 1) return a;
  return mult_acc4(a, n - 1, a);
}

Но теперь функция mult_acc4 делает одну лишнюю проверку на n = 1, потому 
что при ее вызове n заведомо четно. Поэтому перед вызовом мы еще раз разделим 
на два второй аргумент, умножим на два третий и получим такую окончательную 
версию:

int multiply4(int n, int a) {
  while (!odd(n)) {
    a = a + a;
    n = half(n);
  }
  if (n == 1) return a;
  // even(n – 1) ⇒ n – 1 ≠ 1
  return mult_acc4(a, half(n - 1), a + a);
}

Переписывание кода

 Как мы видели на примере преобразований алгоритма умножения, переписывание 
кода – важный шаг. Никто не пишет хороший код с первой попытки; чтобы найти самый 
общий или самый эффективный способ решения задачи, требуется много итераций. 
Склад ума программиста не должен быть однопроходным.
Настает момент, когда в голову закрадывается мысль: «Подумаешь, еще одна опера-
ция, какая разница?». Но, возможно, ваш код будет многократно использоваться на 
протяжении многих лет (на самом деле временные поделки очень часто живут дольше 
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всего). И кроме того, дешевая операция, которую вы сэкономили, в будущей версии 
программы вполне может быть заменена очень дорогостоящей.
И еще польза от борьбы за эффективность заключается в том, что по ходу дела вы на-
чинаете глубже понимать задачу. А чем глубже вы ее понимаете, тем эффективнее реа-
лизация – это круг, но только не порочный, а благодетельный.

2.3. Заключительные мысли
В курсе элементарной алгебры студенты учатся преобразовывать выражения 
с целью  упрощения. В наших последовательных реализациях египетского алго-
ритма умножения мы занимались похожим делом – преобразовывали код, стре-
мясь сделать его более понятным и эффективным. Любой программист должен 
взять за правило продолжать преобразование кода, пока не получится устраиваю-
щий его результат. 

Мы видели, откуда в Древнем Египте взялись математики, что привело к появ-
лению первого известного нам алгоритма. Впоследствии мы еще вернемся к этому 
алгоритму и обобщим его. А пока переместимся на тысячу с лишним лет вперед 
и познакомимся с некоторыми математическими открытиями, совершенными 
в античной Греции.
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