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Данный учебник содержит материал по теме: «Предел 

и непрерывность функции одной переменной» в объеме 

программы курса математического анализа для студентов 

математических специальностей Ссузов. Предполагается, 

что читатель знаком с теорией вещественных чисел и после-

довательностей.
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в первую очередь, студентам Ссузов и первых курсов 

ВУЗов, обучающихся по математическим и естественнона-

учным специальностям, но может быть полезна и школьни-

кам старших классов, школьным учителям, преподавателям 

ВУЗов и всем, интересующимся данной темой.

В результате изучения раздела «Предел и непрерывность 
функции одной переменной» студенты должны освоить:

трудовые действия

владеть основными приемами доказательств по данной 
тематике;

владеть терминологией и логикой определений и форму-
лировок теорем;

необходимые умения

самостоятельно проводить исследования с целью выяс-
нения истинности различных математических утверждений;

необходимые знания

основные термины и факты математического анализа, 
связанные с понятиями предела и непрерывности функции 
одной переменной.
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x
X ⊆ R

f y ∈ R
X f : X → R

y = f(x)
f ≪ y = f(x)≫

x
X = Xf

f y = f(x)
f x

Y = f(Xf ) = {y ∈ R | ∃x ∈ Xf , y = f(x)} ⊆ R

f X = Df

Y = Ef

x
y f

Γf = {(x, y) ∈ Xf × R|x ∈ Xf , y = f(x)}
f Γf

Γf

Xf × R x ∈ Xf

(x, y) ∈ Γf ⊆ Xf × R y = f(x)

a ∈ R δ > 0
Uδ(a) \ {a} = (a− δ, a) ∪ (a, a+ δ)

δ− a
◦
U δ(a)
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y = f(x) Xf

a ∈ R Xf

b ∈ R
y = f(x) a
{xn}

{xn} a n → +∞ xn ̸= a
n ∈ N

{f(xn)} b

b ∈ R
y = f(x) a

ε > 0 δ = δ(ε) > 0

x
◦
U δ(a)∩Xf

|f(x)− b| < ε

lim
x→a

f(x) = b f(x) →
x→a

b

{xn} {xn}
a xn ̸= a n ∈ N ε > 0

δ = δ(ε)

x ∈
◦
U δ(a) ∩ Xf

|f(x) − b| < ε lim
n→+∞

xn = a

xn ̸= a N = N(δ)

0 < |xn − a| < δ xn ∈
◦
U δ(a) ∩Xf

n � N n � N
|f(xn) − b| < ε

{f(xn)} b
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ε > 0

δ ∈ R x = xδ ∈
◦
U δ(a) ∩ Xf

|f(x)− b| � ε
δn = 1/n n ∈ N

n xn ∈ Xf

0 < |xn − a| < 1/n |f(xn) − b| � ε
{xn} a

{f(xn)}
b b

�
f(x) = x

a ∈ R lim
x→a

f(x) = a

{xn} lim
n→+∞

xn = a

lim
n→+∞

f(xn) = lim
n→+∞

xn = a

b ∈ R

y = f(x) a ∈ R ∞(+∞ −∞)
{xn}

{xn} a n → +∞
xn ̸= a n ∈ N

{f(xn)}
∞ (+∞ −∞) lim

x→a
f(x) = ∞(+∞

−∞) f(x) →
x→a

∞(+∞ −∞)
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y = f(x) a ∞ (+∞ −∞)
ε > 0 δ = δ(ε) > 0

x ∈
◦
U δ(a) ∩ Xf |f(x)| > ε (f(x) > ε

f(x) < −ε) lim
x→a

f(x) = ∞ (+∞ −∞)

f(x) →
x→a

∞ (+∞ −∞)

δ > 0 (a, a+ δ)∩Xf

((a− δ, a) ∩Xf )

b ∈ R
b = ∞,+∞,−∞,

y = f(x) a ∈ R
{xn}

{xn} a xn > a (xn < a)
n ∈ N {f(xn)}

b
∞,+∞,−∞

b ∈ R
b = ∞, +∞, −∞

y = f(x) a
ε > 0 δ = δ(ε) > 0

x (a, a + δ) ∩ Xf ((a − δ, a) ∩ Xf )
|f(x) − b| < ε |f(x)| > ε

f(x) > ε, f(x) < −ε

f(a± 0) = lim
x→a±0

f(x) = b f(x) →
x→a±0

b

f(x)
a ∈ R

lim
x→a

f(x) = b ⇔ lim
x→a−0

f(x) = lim
x→a+0

f(x) = b. �
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x → a
a

∞ +∞ −∞
δ−

Uδ(∞) = (−∞,−δ) ∪ (δ,+∞) Uδ(+∞) = (δ,+∞)
Uδ(−∞) = (−∞,−δ) δ > 0

◦
U δ(∞) = Uδ(∞)

◦
U δ(+∞) = Uδ(+∞)

◦
U δ(−∞) = Uδ(−∞)

a

b ∈ R
b = ∞(+∞,−∞) y = f(x)

x → ∞ (x → +∞, x → −∞),
{xn}

lim
n→+∞

xn = ∞ ( lim
n→+∞

xn = +∞, lim
n→+∞

xn = −∞)

{f(xn)}
b ∞ (+∞, −∞)

b ∈ R
b = ∞, +∞, −∞ y = f(x)

x → ∞ (x → +∞, x → −∞)
ε > 0 δ = δ(ε) > 0

x ∈ Xf |x| > δ (x > δ, x < −δ)
|f(x) − b| < ε |f(x)| > ε

f(x) > ε, f(x) < −ε

lim
x→∞

f(x) = b ( lim
x→+∞

f(x) = b,

lim
x→−∞

f(x) = b) f(x) →
x→∞

b f(x) →
x→+∞

b f(x) →
x→−∞

b

a b
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f(x)
x a b ε > 0

δ = δ(ε) > 0 x
◦
U δ(a) ∩ Xf f(x) ∈ Uε(b) a

Xf

b ∈ R a
Xf

{xn}
lim

n→+∞
xn = a xn ̸= a n ∈ N

{f(xn)}
b f(xn) > b (f(xn) < b) n ∈ N

lim
x→a

f(x) = b+ 0 (lim
x→a

f(x) = b− 0)

lim
x→a

f(x) = b + 0 (lim
x→a

f(x) = b − 0)

ε > 0 δ = δ(ε) > 0

x ∈
◦
U δ(a)∩Xf 0 < f(x)− b < ε

(0 < b− f(x) < ε)

y = f(x)
a

ε > 0 δ = δ(ε) > 0

x′, x′′ ∈
◦
U δ(a) ∩ Xf

|f(x′)− f(x′′)| < ε

y = f(x)
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a

lim
x→a

f(x) = b

δ = δ(ε) > 0

x
◦
U δ(a) ∩ Xf

|f(x) − b| < ε/2 x′, x′′ ∈
◦
U δ(a) ∩ Xf

|f(x′) − f(x′′)| = |f(x′) − b + b − f(x′′)| �
� |f(x′)− b|+ |f(x′′)− b| < ε/2 + ε/2 = ε
f(x) a

a ∈ R a
f(x)

a
{xn} lim

n→+∞
xn = a

xn ̸= a N = N(δ)
n � N

p 0 < |xn − a| < δ
0 < |xn+p − a| < δ
|f(xn+p) − f(xn)| < ε n � N p ∈ N

{f(xn)}

{xn} lim
n→+∞

xn = a xn ̸= a

{xn} {x′
n} {x′′

n}
f(x)

lim
n→+∞

x′
n = a x′

n ̸= a lim
n→+∞

x′′
n = a

x′′
n ̸= a lim

n→+∞
f(x′

n) = b′

lim
n→+∞

f(x′′
n) = b′′

{xn} = {x′
1, x

′′
1, x

′
2, x

′′
2, . . . , x

′
n, x

′′
n, . . . }

a n → +∞ xn ̸= a
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{f(xn)}
lim

n→+∞
f(xn) = b {f(x′

n)}
{f(x′′

n)}
{f(xn)}

b′ = b′′ = b

f(x)
b a �

f(x) g(x)
X ⊆ R a X

lim
x→a

f(x) = b lim
x→a

g(x) = c b

c

lim
x→a

(f(x) ± g(x)) = b ± c lim
x→a

(f(x) · g(x)) = b · c

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

b

c
c ̸= 0

{xn}
X lim

n→+∞
xn = a xn ̸= a

lim
n→+∞

f(xn) = b lim
n→+∞

g(xn) = c

lim
n→+∞

(f(xn) ± g(xn)) = b ± c

lim
n→+∞

(f(xn) · g(xn)) = b · c c ̸= 0

g(xn) ̸= 0 lim
n→+∞

f(xn)

g(xn)
=

b

c

lim
x→a

(f(x)±g(x)) = b±c lim
x→a

(f(x) ·g(x)) = b ·c lim
x→a

f(x)

g(x)
=

b

c
c ̸= 0 �
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x = φ(t)
T X
X y = f(x)

T
y = f(φ(t)) = (f ◦ φ)(t) f ◦ φ

f φ

lim
t→t0

φ(t) = x0

lim
x→x0

f(x) = l lim
t→t0

f(φ(t)) = l

f(x) = 0 x ̸= 0 f(0) = 1
φ(t) ≡ 0 lim

t→0
φ(t) = 0 lim

x→0
f(x) = 0 lim

t→0
f(φ(t)) = 1

lim
t→t0

φ(t) = x0 lim
x→x0

f(x) = f(x0)

lim
t→t0

f(φ(t)) = f(x0)

ε > 0
δ1 = δ1(ε) > 0

x ∈
◦
U δ1(x0) |f(x)− f(x0)| < ε

δ = δ(δ1) > 0 |φ(t) − x0| < δ1

t ∈
◦
U δ(t0) ∀t ∈

◦
U δ(t0)

|f(φ(t))− f(x0)| < ε
lim
t→t0

f(φ(t)) = f(x0) �

f(x) g(x)
X a X lim

x→a
f(x) = b

lim
x→a

g(x) = c δ > 0
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x
◦
U δ(a) ∩ X

f(x) � g(x) b � c

{xn}
X lim

n→+∞
xn = a

xn ̸= a n ∈ N
N = N(δ) n � N

xn ∈
◦
U δ(a) ∩ X f(xn) � g(xn) ∀n � N

b = lim
n→+∞

f(xn) � lim
n→+∞

g(xn) = c

�
f(x) > g(x)

b = c f(x) = 1/x
g(x) = 1/(x + 1) f(x) > g(x) x > 0
lim

x→+∞
f(x) = lim

x→+∞
g(x) = 0

f(x) g(x) h(x)
X a X

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = b

δ > 0 x
◦
U δ(a) ∩X

f(x) � h(x) � g(x)
lim
x→a

h(x) = b

{xn}
X lim

n→+∞
xn = a xn ̸= a

lim
n→+∞

f(xn) = lim
n→+∞

g(xn) = b

N = N(δ) n � N
f(xn) � h(xn) � g(xn)

{h(xn)} lim
n→+∞

h(xn) = b

lim
x→a

h(x) = b �


