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Эта книга является репринтом оригинала, который мы создали специально для Вас, используя запатентованные
технологии производства репринтных книг и печати по требованию.

Сначала мы отсканировали каждую страницу оригинала этой редкой книги на профессиональном оборудовании.
Затем с помощью специально разработанных программ мы произвели очистку изображения от пятен, клякс, пере-
гибов и попытались отбелить и выровнять каждую страницу книги. К сожалению, некоторые страницы нельзя
вернуть в изначальное состояние, и если их было трудно читать в оригинале, то даже при цифровой реставрации
их невозможно улучшить.

Разумеется, автоматизированная программная обработка репринтных книг – не самое лучшее решение для восста-
новления текста в его первозданном виде, однако, наша цель – вернуть читателю точную копию книги, которой
может быть несколько веков.

Поэтому мы предупреждаем о возможных погрешностях восстановленного репринтного издания. В издании могут
отсутствовать одна или несколько страниц текста, могут встретиться невыводимые пятна и кляксы, надписи
на полях или подчеркивания в тексте, нечитаемые фрагменты текста или загибы страниц.  Покупать или не покупать
подобные издания – решать Вам, мы же делаем все возможное, чтобы редкие и ценные книги, еще недавно утрачен-
ные и несправедливо забытые, вновь стали доступными  для всех читателей.





Глава 1

Введение в комбинаторику

1.1 Основные понятия

В этом разделе приводятся основные определения и обозначения, относящиеся
к используемым логическим и теоретико-множественным понятиям, а также
представленные в приводимых ниже алгоритмах.

Начнем с логических и теоретико-множественных понятий (читателя, заин-
тересованного в более глубоком знакомстве с этими понятиями, мы отсылаем
к работам [49] и [57]). Мы будем употреблять логические связки ∨ (или), ∧
(и), ¬ (не), ⇒ (если . . ., то), ⇔ (тогда и только тогда, когда). Тот факт, что x
есть элемент множества X , будем записывать в виде x ∈ X , его отрицание —
в виде x /∈ X . Множество тех элементов множества X , которые удовлетворяют
условию Φ, будем обозначать через {x ∈ X : Φ} (или {x : Φ}, если известно, о
каком множестве X идет речь), запись же {a1, . . . , an} будет обозначать множе-
ство, элементы которого суть a1, . . . , an (в частности, единственным элементом
множества {a} является a). Теоретико-множественные операции объединения,
пересечения и разности обозначаются соответственно ∩, ∪ и \, пустое множество
обозначается ∅. Тот факт, что множество A содержится в множестве B (т.е. A
есть подмножество множества B), будет записываться в виде A ⊆ B или B ⊇ A
(всегда имеют место включения ∅ ⊆ A, A ⊆ A); символ «⊂» зарезервирован для
случая, когда исключается равенство A = B (при этом будем говорить, что A
есть собственное подмножество множества B). Множество всех подмножеств
множества X будем обозначать через ℘(X), мощность множества X (т.е. число
его элементов) — через |X |.

Последовательность длины n, члены которой суть a1, . . . , an, будем обозна-
чать через 〈a1, . . . , an〉, либо просто через a1, . . . , an или a1 . . . an. Последователь-
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6 Глава 1. Введение в комбинаторику

ность 〈a, b〉 длины два будем называть упорядоченной парой. Декартово произ-
ведение A×B множеств A и B определяется как множество всевозможных пар
〈a, b〉, где a ∈ A, b ∈ B. Под бинарным отношением (с левой областью A и
правой областью B) подразумевается произвольное подмножество R ⊆ A × B.
Если A = B, то будем говорить о бинарном отношении на множестве A. Вместо
〈a, b〉 ∈ R часто пишут aRb.

По поводу отношения R на множестве X говорят, что оно:

• (а) рефлексивно, если xRx для каждого x ∈ X ,

• (б) транзитивно, если (xRy ∧ yRz) ⇒ xRz для произвольных x, y, z ∈ X ,

• (в) симметрично, если xRy ⇒ yRx для произвольных x, y ∈ X ,

• (г) антисимметрично, если (xRy ∧ yRx) ⇒ x = y для произвольных x, y ∈
X .

Произвольное бинарное отношение, обладающее свойствами рефлексивно-
сти, транзитивности и симметричности, называется отношением эквивалент-
ности, а обладающее свойствами рефлексивности, транзитивности и антисим-
метричности, — отношением частичной упорядоченности. Отношение частич-
ной упорядоченности обычно обозначается через «≤», а пара 〈X,≤〉 называет-
ся частично упорядоченным множеством. Будем применять также очевидные
обозначения, такие как x ≥ y для y ≤ x, x < y для x ≤ y ∧ x �= y и т.д. При-
мером частично упорядоченного множества может служить множество целых
чисел с отношением делимости, множество целых (или вещественных) чисел с
обычным отношением меньше или равно «≤», а также множество ℘(X) с отно-
шением включения ⊆.

Если функция (отображение) f сопоставляет каждому элементу x ∈ X эле-
мент f(x) ∈ Y , то будем писать f : X → Y (такая функция может трактоваться
как отношение R ⊆ X × Y с тем свойством, что для каждого x ∈ X существует
в R точно одна пара вида 〈x, y〉, y ∈ Y , для наших же целей достаточно, однако,
интуитивного понятия функции). Для произвольных A ∈ X , B ∈ Y определим

f(A) = {y ∈ Y : существует такое x ∈ A, что y = f(x)}

f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B}

(вместо f−1({b}) будем просто писать f−1(b).
Если f(X) = Y , то будем говорить о функции из X на Y . Функция f : X → Y

называется обратимой (взаимно однозначной), если для произвольных a, b ∈ X

a �= b ⇒ f(a) �= f(b).
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Мы часто будем использовать понятие графа (см. [9],[31]). Под неориенти-
рованным графом (или короче графом) будем донимать такую произвольную
пару G = 〈V, E〉, что

E ⊆ {{u, v} : u, v ∈ V ∧ u �= v}.

Ориентированным графом1 будем называть такую произвольную пару G =
〈V, E〉, что E ∈ V × V и в обоих случаях множества V и E будем называть
соответственно множеством вершин и множеством ребер2 графа G.

Граф обычно изображается на плоскости в виде множества точек, соответ-
ствующих вершинам, и соединяющих их линий, соответствующих ребрам.3 Ли-
ния, изображающая ребро {u, v}, или 〈u, v〉4, соединяет точки, изображающие
вершины u,v причем во втором случае стрелка обозначает направление от u к
v (рис. 1.1).

В контексте определенного графа G = 〈V, E〉 будем часто использовать обо-
значения u − v, u → v вместо {u, v} ∈ E и 〈u, v〉 ∈ E соответственно. Если
ребро e имеет вид {u, v} или 〈u, v〉, то будем говорить, что ребро e инцидентно
вершинам u и v, в то время как вершины u и v смежны между собой. Сте-
пень вершины определим как число ребер, инцидентных ей.5 Вершину нулевой
степени будем называть изолированной (например, вершина v5 на рис.1.1, а).
Путем в графе G = 〈V, E〉 назовем последовательность вершин v0, v1, . . . , vn,
такую, что k ≥ 0 и vi − vi+1 (или vi → vi+1, если граф G — ориентированный),
i = 0, . . . , k − 1.6 Вершины v0 и vk будем называть соответственно началом и
концом пути, а число k — длиной пути. Путь, начало и конец которого совпа-
дают, будем называть циклом7. Если все вершины пути v1, . . . , vk различны, то
будем говорить об элементарном пути. Соответственно цикл v1, . . . , vk (v1 = vk)
будем называть элементарным, если вершины v1, . . . , vk различны. Подграфом
графа G = 〈V, E〉 будем называть такой произвольный граф G′ = 〈V ′, E′〉, что

1или короче орграфом — Прим. перев.
2Элементы множества E для орграфа называются дугами — Прим. перев.
3Дуга в орграфе изображается линией со стрелкой, указывающей ориентацию дуги, т.е.

направление от ее начала к концу. — Прим. перев.
4Угловые скобки используются для обозначения дуг орграфа. — Прим. перев.
5Для вершин орграфа определяются полустепени захода (число заходящих в вершину

дуг) и исхода (число выходящих дуг). Степень вершины определяется как сумма полустепеней
захода и исхода. — Прим. перев.

6Термин «путь» в теории графов используется только в отношении орграфов, для графов
используются термины «цепь» или «маршрут». — Прим. перев.

7Введенный так термин «цикл» в теории графов используется только в отношении графов,
для орграфов используется термин «контур». — Прим. перев.
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Рис. 1.1: а) неориентированный граф б) неориентированный граф

V ′ ⊆ V и E′ ⊆ E.8

Пусть G = 〈V, E〉 — произвольный неориентированный граф, и пусть v ∈
V . Пусть A — множество тех вершин u ∈ V , к которым существует путь из
v. Множество A вместе с ребрами графа G, инцидентными вершинам из A,
определяет некоторый подграф, называемый компонентой связности графа G.
Очевидно, что множества вершин компонент связности произвольного графа
попарно не пересекаются. Например, для графа на рис.1.1, а это суть множества
V1 = {v1, v2, v3, v4, v6}, V2 = {v5} и V3 = {v7, v8, v9, v10, v11, v12}.

Будем говорить, что графы G = 〈V, E〉, G′ = 〈V ′, E′〉 изоморфны, если суще-
ствует такое взаимно однозначное отображение f из V на V ′, что для произволь-
ных u, v ∈ V имеем {u, v} ∈ E ⇔ {f(u), f(v)} ∈ E′ (〈u, v〉 ∈ E ⇔ 〈f(u), f(v)〉 ∈ E′

в случае ориентированных графов). Обычно изоморфные графы не различают-
ся между собой.

Для произвольного вещественного числа x мы будем употреблять обозна-

8В отечественной литературе по теории графов граф G′ называется чаще частью графа,
или частичным графом, под подграфом же понимается частичный граф, удовлетворяющий
дополнительному условию ∀x, y (x, y ∈ V ′ ∧ {x, y} ∈ E ⇒ {x, y} ∈ E′)). — Прим. перев.
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чения ⌊x⌋ и ⌈x⌉ соответственно для наибольшего целого числа, не превосходя-
щего x, и для наименьшего целого числа, не меньшего x, например ⌊3.5⌋ = 3,
⌈3.5⌉ = 4, ⌊−3.5⌋ = −4, ⌈−3.5⌉ = −3.

Перейдем теперь к понятиям, связанным с алгоритмами. Алгоритмы будем
обычно записывать на языке программирования, являющимся неформальной
версией языка Паскаль [36,75]. Если реализация какого-либо фрагмента про-
граммы очевидна, но трудоемка и затемняет идею алгоритма, то такой фраг-
мент будем иногда заменять описанием на естественном языке. Мы будем также
применять неформальные конструкции, такие как, например, циклы (for x ∈ X
do P (выполнять команду P для всех элементов x множества X в произвольной
последовательности)), СТЕК ⇐ x (поместить значение переменной x в стек),
x ⇒ СТЕК (считать элемент x из вершины стека и принять его за значение
переменной x), ОЧЕРЕДЬ ⇐ x (включить x в очередь в качестве последнего
элемента), x ⇒ ОЧЕРЕДЬ (взять первый элемент из очереди и принять его в ка-
честве значения переменной x) и т.д. Мы будем обычно опускать описания типов
и переменных (иногда для избежания недоразумений будем помещать соответ-
ствующие пояснения в комментарий). Переменная, появляющаяся в процедуре,
рассматривается как локальная для данной процедуры, исключая тот случай,
когда в комментарии сказано что-либо иное. Строки программы нумеруются
так, чтобы можно было указать на «цикл 17», «блок 9» и т.д.

Основным параметром алгоритма, который будет нас интересовать, являет-
ся его вычислительная сложность (или просто сложность), т.е. число шагов,
выполняемых алгоритмом в худшем случае как функция размерности задачи,
представленной входными данными. Например, если алгоритм принимает как
данные произвольный граф G = 〈V, E〉, то под размерностью аадачи можно по-
нимать |V |. Сложность алгоритма определяется тогда как функция f , такая что
f(n) равно наибольшему числу шагов алгоритма для произвольного графа с n
вершинами. Можно также считать размерностью задачи пару 〈|V |, |E|〉 — тогда
сложностью является функция двух переменных и f(n, m) равно наибольшему
числу шагов, выполняемых алгоритмом для произвольного графа с n вершина-
ми и m ребрами. Остается еще объяснить точнее, что мы понимаем под «шагом»
алгоритма. Допустим, что наши программы транслируются на машинный язык
типичной ЭВМ, имеющей в наборе своих команд команды переноса слова из
памяти в буфер и наоборот, арифметические операции сложения, вычитания,
умножения и деления, условные переходы, операции ввода-вывода, а также кос-
венной адресации, выполненной аппаратно (т.е. определение аргумента опера-
ции через адрес ячейки памяти, содержащей адрес этого аргумента). Выполне-
ние любой из указанных выше команд мы и будем считать шагом алгоритма.
Очевидно, что при таком определении шага сложность алгоритма зависит от
конкретного вида машинных команд. Однако нас никогда не будет интересовать
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точная сложность алгоритма, а только асимптотическая сложность, т.е. асим-
птотическая скорость увеличения числа шагов алгоритма, когда размерность
задачи неограниченно растет (чтобы можно было говорить о такой скорости
роста, предполагаем, что объем памяти нашего компьютера неограниченный, а
также, что каждая ячейка памяти может содержать произвольно большое це-
лое число). Ясно, что при двух произвольных «разумных» способах трансляции
соответствующие сложности различаются не более чем на мультипликативную
постоянную, а их скорость роста одинакова. Читателя, желающего уточнить
приведенные выше очень неформальные рассуждения, отсылаем к работам [1]
и [2].

При сравнении скорости роста двух функций f(n) и g(n) (с неотрицатель-
ными значениями) очень удобны следующие обозначения:

• f(n) = O(g(n)) ⇔ существуют константы C, N > 0, такие что f(n) ≤
C · g(n) для всех n ≥ N

• f(n) = Ω(g(n)) ⇔ существуют константы C, N > 0, такие что f(n) ≥
C · g(n) для любого n ≥ N .

Конечно, f(n) = Ω(g(n)) тогда и только тогда, когда g(n) = O(f(n)).
Символы O(g(n)) и Ω(g(n)) читаются соответственно: «порядка не более чем
g(n)» и «порядка не менее чем g(n)». Если сложность какого-либо алгоритма
есть O(g(n)), то мы говорим, что этот алгоритм «затрачивает порядка O(g(n))
времени»9. Подобным же образом определяются символы O(g(n1, . . . , nk)) и
Ω(g(n1, . . . , nk)) для функции многих переменных, например:

f(n1, . . . , nk) = O(g(n1, . . . , nk)) ⇔ существуют константы C, N ≥ 0, такие
что f(n1, . . . , nk) ≤ g(n1, . . . , nk) для всех n1, . . . , nk ≥ N

Определенную таким образом сложность иногда называют временной слож-
ностью в отличие от сложности по памяти, определяющей величину объема
памяти, использованного алгоритмом, как функцию размерности задачи.

1.2 Функции и размещения

Классической задачей комбинаторики является задача определения числа
способов размещения некоторых объектов в каком-то количестве «ящиков» так,
чтобы были выполнены заданные ограничения. Эту задачу можно сформули-
ровать несколько более формально следующим образом. Даны множества X ,
Y , причем |X | = n, |Y | = m. Сколько существует функций f : X → Y , удовле-
творяющих заданный ограничениям? Элементы множества X соответствуют

9Символьную запись f(n) = O(g(n)) не следует трактовать как равенство; например, из
f(n) = O(g(n)) и h(n) = O(g(n)), конечно, не вытекает f(n) = h(n).
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объектам, элементы множества Y — ящикам, а каждая функция f : X → Y
определяет некотоpoe размещение, указывая для каждого объекта x ∈ X ящик
f(x) ∈ Y , в котором данный объект находится. Другую традиционную интер-
претацию получим, трактуя Y как множество «цветов», a f(x) как «цвет объекта
x». Наша задача, таким образом, эквивалентна вопросу, сколькими способами
можно покрасить объекты так, чтобы были соблюдены некоторые ограничения.

Заметим, что без потери общности можем всегда считать, что X = 1, . . . , n и
Y = 1, . . . , m. Каждую функцию f можно тогда отождествить с последователь-
ностью 〈f(1), . . . , f(n)〉.

Наша задача имеет самый простой вид, если не накладывается никаких огра-
ничений на размещения. Имеет место следующая теорема.

Теорема 1.1. Если |X | = n, |Y | = m, то число всех функций f : X → Y
равно mn.

Доказательство. Считая, что X = 1, . . . , n, сводим нашу задачу к вопросу о
числе всех последовательностей 〈y1, . . . , yn〉 с членами из m-элементного множе-
ства Y . Каждый член последовательности yi мы можем выбрать m способами,
что дает mn возможностей выбора последовательности 〈y1, . . . , yn〉. �

Легко также найти число размещений, для которых каждый ящик содер-
жит не более одного объекта — такие размещения соответствуют взаимно од-
нозначным функциям. Обозначим через [m]n число всех взаимно однозначных
функций из n-элементного множества в m-элементное множество.

Теорема 1.2. Если |X | = n, |Y | = m, то число всех взаимно однозначных
функций f : X → Y равно

[m]n = m(m − 1) . . . (m − n + 1) (1.1)

(полагаем [m]0 = 1).

Доказательство. Будем определять на этот раз число инъективных (т.е.
имеющих все различные члены) последовательностей 〈y1, . . . , yn〉 с членами из
множества Y . Элемент y1 такого множества мы можем выбрать m способами,
элемент y2 — m − 1 способами, в общем случае если уже выбраны элементы
y1, . . . , yi−1, то в качестве yi можем выбрать любой из m− i + 1 элементов мно-
жества Y \{y1, . . . , yi−1} (принимаем n ≤ m, если n > m, то очевидно, что и
[m]n и искомое число функций равны нулю). (Это дает m(m− 1) . . . (m− n + 1)
возможностей выбора инъективных последовательностей 〈y1, . . . , yn〉) �

Приведем в качестве примера [4]3 = 24 последовательности длины 3 с эле-
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ментами из множества X = {1, 2, 3, 4}:

〈1, 2, 3〉 〈2, 1, 3〉 〈3, 1, 2〉 〈4, 1, 2〉
〈1, 2, 4〉 〈2, 1, 4〉 〈3, 1, 4〉 〈4, 1, 3〉
〈1, 3, 2〉 〈2, 3, 1〉 〈3, 2, 1〉 〈4, 2, 1〉
〈1, 3, 4〉 〈2, 3, 4〉 〈3, 2, 4〉 〈4, 2, 3〉
〈1, 4, 2〉 〈2, 4, 1〉 〈3, 4, 1〉 〈4, 3, 1〉
〈1, 4, 3〉 〈2, 4, 3〉 〈3, 4, 2〉 〈4, 3, 2〉

Если m = n, то каждая взаимно однозначная функция f : X → Y является
взаимно однозначным отображением множества X на множество Y . В таком
случае [n]n = n(n − 1) · . . . · 1 обозначаем n! (n факториал). Каждое взаимно
однозначное отображение f : X → X называется перестановкой множества X .
Как частный случай теоремы 1.2 получаем следующую теорему.

Теорема 1.3. Число перестановок n-элемент-
a b

a b

b a

b a

ab

ba

a b

b a

ab

ba

ab

ba

Рис. 1.2: Размещение (упо-
рядоченное) элементов a,b в
трех ящиках

ного множества равно n!
Перестановки мы будем обсуждать в после-

дующих разделах, сейчас же остановимся еще на
одном типе размещения объектов по ящикам. Пред-
положим, что мы размещаем n объектов по m
ящикам так, чтобы каждый ящик содержал бы
последовательность, а не множество, как прежде,
помещенных в нем объектов. Два размещения на-
зовем равными, если в каждом ящике содержится
одна и та же последовательность объектов. Раз-
мещения такого типа будем называть упорядо-
ченными размещениями n объектов по m ящи-
кам. Обозначим число таких упорядочений через
[m]n.

Теорема 1.4. Число упорядоченных разме-
щений n объектов по m ящикам равно

[m]n = m(m + 1) . . . (m + n − 1) (1.2)

(полагаем [m]0 = 1).
Доказательство. Будем строить упорядочен-

ное размещение, добавляя по очереди новые объекты. Первый объект мы можем
разместить m способами, второй — m +1 способами, ибо его можно разместить
в одном из m − 1 пустых ящиков или в ящике, содержащем первый объект, пе-
ред ним или после него. В общем случае предположим, что уже размещено i−1
объектов, причем для k = 1, 2, . . . , m в k-м ящике находятся rk объектов. Тогда
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i-й объект можем добавить в k-й ящик rk + 1 способами, что дает в сумме

(r1 + 1) + . . . + (rm + 1) = (r1 + . . . + rm) + m = m + i − 1

возможностей. Таким образом, всех упорядоченных размещений будет m(m +
1) . . . (m + n − 1). �

На рис. 1.2 представлены [3]2 = 12 упорядоченных размещений элементов a,
b в трех ящиках.

Приведем в заключение следующие простые зависимости:

[m]n = (m − n + l)[m]n−1, (1.3)

[m]n = m!/n!, (1.4)

[m]n = [m + n − 1]n. (1.5)

1.3 Перестановки: разложение на циклы, знак пе-

рестановки

Напомним, что перестановкой10 n-элементного множества X называется произ-
вольная взаимно однозначная функция f : X → X . Обычно перестановка опре-
деляется с помощью таблицы с двумя строками, из которых каждая содержит
все элементы множества X , причем элемент f(x) помещается под элементом x.
Для примера рассмотрим такую перестановку f множества {a, b, c, d}, что

f(a) = d; f(b) = a; f(с) = b; f(d) = b;

она записывается в виде

f =

(

a b c d
d a b c

)

Если порядок элементов в верхней строке фиксирован, то каждой переста-
новке однозначно соответствует последовательность, содержащаяся в нижней
строке, например для перестановки f это есть 〈d, a, b, c〉. Поэтому будем назы-
вать иногда произвольную инъективную последовательность длины n с элемен-
тами из множества X перестановкой n-элементного множества X .

В наших исследованиях природа элементов множества X несущественна —
примем для простоты X = {1, . . . , n}. Обозначим множество всех перестано-
вок этого множества через Sn. Произвольная перестановка f ∈ Sn будет обычно

10Обычно функция f : X → X называется подстановкой, а перестановкой называется вто-
рая строка таблицы, определяющей подстановку. В этом разделе и далее термин «переста-
новка» используется для обозначения обоих понятий, что, однако, не приводит к какой-либо
двусмысленности. — Прим. перев.
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отождествляться с последовательностью 〈a1, . . . , an〉, где ai = f(i). Под суперпо-
зицией перестановок f и g мы будем понимать перестановку fg, определяемую
следующим образом:

fg(i) = f(g(i)).

Отметим, что для суперпозиции двух перестановок, скажем

f =

(

1 2 3 4 5
5 3 2 1 4

)

g =

(

1 2 3 4 5
2 5 3 1 4

)

,

достаточно изменить порядок столбцов в перестановке f таким образом, чтобы
в первой строке получить последовательность, имеющуюся во второй строке
перестановки g, тогда вторая строка перестановки f дает суперпозицию fg. В
нашем случае

f =

(

1 2 3 4 5
5 3 2 1 4

)

g =

(

5 3 2 1 4
3 4 2 5 1

)

,

fg =

(

1 2 3 4 5
3 4 2 5 1

)

Перестановку

e =

(

1 2 . . . n
1 2 . . . n

)

будем называть тождественной перестановкой. Очевидно, что ef = fe = f
для произвольной перестановки f ∈ Sn. Легко также заметить, что каждая пе-
рестановка f ∈ Sn однозначно определяет перестановку f−1, такую что ff−1 =
f−1f = e. Будем называть ее перестановкой, обратной к f . Чтобы ее опреде-
лить, достаточно поменять местами строки в записи перестановки f . Например,
для

f =

(

1 2 3 4 5
3 4 2 1 5

)

получаем

f−1 =

(

3 4 2 1 5
1 2 3 4 5

)

=

(

1 2 3 4 5
4 3 1 2 5

)

Из наших рассуждений следует, что для произвольных перестановок f, g, h ∈
Sn выполняются условия

(fg)h = f(gh) (1.6)

fe = ef = f (1.7)


