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Ota KHUTA SBISAETCS PEIPUHTOM OPUTHHAJA, KOTOPBI MbI CO3[aM CHEIUATBLHO
nuist Bac, WCTonb3ys 3allaTeHTOBAaHHBIC TEXHOJIOTHH TTPOU3BOJICTBA PETPUHTHBIX
KHUT U TI€YaTH 1Mo TPeOOBAHUIO.

CHavana MBI OTCKaHHPOBAIM KaXXIyl0 CTPAHHUILy OpPHUTHHATA 3TONH PENKON KHUTH
Ha Ipo(heCCHOHANTBEHOM 000PYIOBaHUH. 3aTeM C IIOMOIIBIO CIELHaNbHO pa3pabo-
TaHHBIX IIPOrPaMM MBI IIPOU3BEIIN OUYMCTKY M300pa)KeHHs OT ISTEH, KIISIKC, Iepe-
rHOO0B U TOMBITAINCH OTOENNTH M BEIPOBHSATH KaXIyI0 CTpaHHIy KHUTH. K coxa-
JICHUIO, HEKOTOPBIE CTPAHUIIBI HEeNIb3s BEPHYTh B H3HAYAIBHOE COCTOSHHE, U €CITU
nx OBUIO TPYIHO YMTATh B OpPUTHHAJIE, TO ke IpH IU(POBOM pecTaBpaluyl HX
HEBO3MOXKHO YITyUIIHTh.

Pa3yMeeTc;{, ABTOMATU3HWPOBAaHHAA NPpOrpaMMHast 06pa60T1<a PECIOPUHTHBIX KHUT —
HE CaMO€ JTYYIIEC PEIICHUE 11 BOCCTaAHOBJICHUS TEKCTA B €T0 IIEPBO3JAHHOM BHUIEC,
OJIHAaKO, Hallla HeJib — BEPHYTb YUTATC/IIO TOYHYIO KOIINIO KHHUI'U, KOTOpOfI MOXKET
OBITh HECKOJIEKO BEKOB.

IToaTOMy MBI IpPEAyNpPEXIAEM O BOBMOXKHBIX MTOTPEMIHOCTSIX BOCCTAHOBIEHHOIO
PENpUHTHOIO U3AaHus. B WM31aHMM MOTYT OTCYTCTBOBAaTb OIHA WJIM HECKOJBKO
CTPAaHMI] TEKCTA, MOT'YT BCTPETUTHCS HEBBIBOAUMBIE IIATHA M KIIKCHI, HAIIIMCH
Ha TMOJISIX WIIM MOJUEPKUBAHUS B TEKCTE, HeUUTaeMble ()parMeHThI TEKCTa HJIH 3a-
ruobl crpanull. [Tokynars wim He MOKynaTh nogo0HbIe H3aHus — pemmars Bam, Mbl
JKE JIETaeM BCE BO3MOXKHOE, YTOOBI PEAKNE U IICHHBIE KHHUTH, €Ill¢ HEAaBHO yTpa-
YECHHbIE U HECIIPABEUIMBO 3a0bIThIE, BHOBb CTAJIM IOCTYIHBIMU JUIsl BCEX YHTATe-
nen.

ﬁ(epvm KHmxHbIN PeneccaHc
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PREFACE DE L’AUTEUR

Qu’il me soit permis tout d’abord de remercier IlInstitut
Mathématique de I'Université de Léningrad pour le double hon-
neur qu’il m’a fait, en m’invitant & faire un cours dans ses
murs et en publiant ce cours. Dois-je avouer que le plaisir que
j'ai éprouvé d’y exposer quelques recherches modernes sutﬁes
classes quasi-analytiques des fonctions était d’autant plus vif,
que parmi ceux qui voulaient bien m’écouter se trouvait un des
grands Maitres de cette branche d’Analyse, I’Académicien
S. Bernstein, & qui vont mon admiration et ma reconnaissance.

Le premier qui a posé des problémes se rattachant a la
théorie qui nous intéresse fut Borel, créateur des fonctions mo-
nogénes (bien qu’il les appelle, lui-méme, fonctions monogénes
de Cauchy!). Sa maniére de prolonger les fonctions analytiques
a travers une coupure fournit les premiéres fonctions apparte-
nant aux classes possédant la propriété de quasi-analyticité,
telle que nous la concevons dans ce livre.

Hadamard a posé, en 1912, la question précise que voici:
quelle doitétre la suite {m,}, pour qu’'une fonction, vérifiant
dans un intervalle les inégalités | f® (x)| < K"m,, et s’annulant,
ainsi que ses dérivées, en un point de cet intervalle, soit iden-
tiquement nulle? Le probléme de la quasi-analyticité (D) fut
ainsi posé.

Serge Bernstein, par contre, a été le premier & introduire
des classes quasi-analytiques (/), c’est a dire, des classes, telles
qu'une fonction de cette classe est identiquement nulle, dés
qu'elle s’annule dans un intervalle arbitrairement petit. Les clas-
ses de S. Bernstein sont caractérisées par les propriétés portant
sur la meilleure approximation.

Denjoy fut le premier & donner une réponse & la question
d’Hadamard. La grande idée de Denjoy fut de ramener I'étude
des fonctions indéfiniment dérivables a celles des fonctions holo-
morphes dans un demi-plan, et ceci, par P'intermédiaire de linté-
grale de Laplace. ~ '

En améliorant la méthode de Denjoy, Carleman a pu donner
une réponse définitive a cette question, donnant ainsi une con-
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djtion nécessaire et suffisante pour qu’une classe des fonctions
coit «quasi-analytique (quasi-analytique D). Une démonstration
du théoréme de Carleman fut donnée par Ostrowski.

élégante .= . . : "
- ot - tré
S. Bernstem: °F de 13 \{allee l:*'!oim.ssm gnt @ontre lxmp?{t.a?'c’e

des séries de Fourier aani 1 eiflue ut % s anatyricre.
S. Bernstein a pu ainsi donner une nouvelle démonstration du
théoréme de Carleman.

L’auteur de ces lignes a pu,~grace & des considérations por~
tant sur la rectification des suites, donner des conditions sur
I'équivalence de deux classes quasi-analytiques (lorsque les fon-
ctions sont périodiques) et des conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’'une classe de fonctions ne contienne que des
fonctions analytiques. Ainsi furent {résolus quelques problémes
(un partiellement, P'autre complétement) posés par Carleman.

D’autre part, en introduisant les séries de Fourier, il a pu
exprimer la condition (nécessaire et suffisante) de quasi-analy-
ticité par des inégalités pourtant sur les séries de Fourier, defi-
nir de nouvelles classes quasi-analyfiques, et donner également
des propriétés des fonctions intégrables, au sens de Lehesgue,
et dont les séries de Fourier sont lacunaires. Les méthodes de
Pauteur, du moins, I'idée de ces méthodes, semblent bien adap-
tées au sujet, puisqu'elles fournissent des théorémes qui, a un
certain point de vue, ne peuvent pas étre améliorés. ‘

Nous venons d’indiquer les grandes lignes de ce que con-
tient ce livre. -

Le Professeur Natanson a bien voulu se charger de la rédac-
tion de ce cours. Il s’est acquit de sa charge avec beaucoup
d’élégance, et a mis toute sa conscience a faire ressortir les
difficultés des démonstrations. Qu’il me soit permis de le remer-
cier bien cordialement.

Jadresse enfin -mes remerciements a 'Union des Editions
Scientifiques et Techniques qui a bien voulu se charger de
'édition de ce cours.

S. Mandelbrojt

Professeur a I'Université de Clermont.



MPEANCAOBHE ABTOPA

[lpexae Bcero s nosBoAlo cefe BbIpasuTb 6GAAroAapPHOCTD
HayuHo-nceaea0BaTEADCKOMY HHCTHTYTY MaTEeMATHKH M MEeXaHHKH
npu AeHHHrPaACKOM TOCYZapCTBEHHOM YHUBEpPCHTETE 3a ABOf-
HYIO OKa3aHHYIO MHE YeCTb: NPHrAalICHHe NpOoYecTb Kypc B €ro
CTEHaxX M M3JAaHHEe dTOro Kypca. :

HyxHO An roBopurb, 4TO yZOBOABCTBHE, HCOBITAHHOE MHOIO
NPpH H3AOKEHHH HEKOTOPBbIX HOBeHImMX HCcAeJOBaHMH O KBasHu-
aHAAUTHYECKHX KAaccaxX (QyHKyufl, 6bIr0 Tem GoAee XHBBIM, YTO
CpPeAH AHY, CAYmABIIMX MEeHHA, HAXOAHACA OAHH H3 TBOPLUOB JTOMH
BeTBH aHaausa — akagemuk C. H. DBepnumrefin, k xotopomy
A NHTal0 4yBCTBa BOCXHUIEHHS M 6GAaroAapHOCTH.

[MepBbiM, kTO MOCTaBHA 3ajauy, CBA3aHHYI0 C WHTepecyiomel
Hac Teopueft, 6biA Dopeab, OTKpsIBHE MOHOTeHHblE (QYHKUHH
(xoTs OH caM HasBaA UX (YHKUHAMM MOHOTEHHBIMH B CMbICAE
Kommnl). Ero cnoco6 npoaorxenns anaauTnueckux QyHKuni gepes
Kyniopbl NPHBOZHT K KAaccaM (YHKUHH, o6AajaromuMm cBoHCTBOM
KBa3MaHaANTHYHOCTH, KaK Mbl NOHHMaeM ee B dTOH KHHre.

B 1912 roagy Aaamap nocrasua caeayowui BONPOC: KAK0BQ
A0AKHA 6bimb nocaegosameivHocmbv {m,} AAsL Moo, umo6sl
BCAKAS PYHKUUA, YA0BAEMBOPTIOWASL 8 HEKOMOPOM TIPOMEXKYMKe
HepageHcm 8am

|/ (x) < K"m,

U UCHe3QIoWasl 8mecme CO CBOUMU NMOPOU3IBOAHLIMU 8 HEKOMOPOil
mouke 5mow0 npomexymxa, GolA@ MoK JeCMBEHHO PABHA HYAIO?

[Mpo6rema kBasmamaamruunoctn (A) 6Gbira, Takum o6pasom,
NOCTaBAEHA. .

C apyro#t cropoun, C. H. Bepunmrefin 6biA mepBbiM, KTO
BBeA KAaccol KBasmaHaauTHueckue (/), T. e. Takme Kraccbl (yHK-
uull, Koraa BcsAKas QyHKUUA NOZOGHOrO kAacca, Hcuesalomas Ha
NIPOM3BOABHO MaAOM OPOMEXYTKe, TOXKAECTBEHHO paBHA HYAIO.
Knaacent C. H. Bepumrefina xapaxTepnsyiorca cBoficTBaMH, CBs-
3aHHBIMH C HAHAYYIIMMH NPHOGAHXEHHAMH.

Orser Ha Bonpoc Azamapa 6biA zan Bnepoie Janxya. Bax-
nas uaes Janmya coCTosAa B CBeJSHHH H3yUeHHA GeCKOHEUHO



NPEZHCAOBHE

audepeHUHpyeMbix PyHKUAR K naydeHnIo PyHKyrll, roAOMOPQRbIX
Ha JOAYMAOCKOCTH. JTO GBIAO ZOCTHTHYTO C MOMOWIbIO TpaHC-
popmanne Aanaaca.

Ycosepmenerronas Meron Jamxya, Kapaeman cmor garth
OKOHYATEAbHOE pemleHe ®TOro Bonpoca. M 6mae gaso xeo6-
XOAHMMOE H JOCTaTOYHOE YCAOBHE AAs TOrO, 4TOOM KAacc QyHKuHK
6bIA KBasHaHAAMTHYECKHM [xBasmanarmrnyeckuir (A)l. Daerant-
HO® J0Ka3aTeabcTBO Teopembl Kapaemana 6biao jano Ocrpos-
CKHM.

C. H. Beprmreiin u ae aa Baare-Ilyccen BuiscHuAn Baxuyio
poab psgoB Dypvbe B M3yuenun kpasuaHarHTHuHOCTH. C mx
nomowpio C. H. Bepumreiin gar HOBOE AOKa3aTeAbCTBO TEOpeMbl
Kapaemana.

ABTop 2THX CTPOK, MOAB3YsICH MOHATHEM ,HCHpPaBACHHOH mO-
CAE/JOBATCABHOCTH®, ZaA YCAOBHA DKBHBAACHTHOCTH ABYX KBa3Q-
AHAAMTHYECKHMX KAAcCOB (AAs CAydas nEPHOAWYECKHX QyHKOHH)
H yCAOBHE, Heo6XOoZHMMOe M JOCTaTOYHOe JAs TOro, YToOnl AaH-
Hbifl KAACC COCTOSA AHIIb M3 aHaAMTHUecKHX QyHxuufl, Takum
o6pasoMm O6biau pemeHbl JBe 3ajaui (04ZHAa YacTHYHO, JApyras
NOAHOCTBIO), nocTaBAeHHbie Kapaemanom.

C apyrofi croponn, paccmarpusas paabl Mypoe, aBTop ycra-
HOBHA HEO6XOZHMMOE K ZOCTAaTOYHOE YCAOBHE KBa3HaHAAMTHYHOCTH,
Bbipa3MB €ro C MOMOLIbI0 HEPAaBEHCTB, OTHOCAIUUXCA K KO3PH-
npuentam MDyppe, onpeseanAr HOBble KBa3HAHAAMTHYECKHE KAACCHI
M BMECTEe C TeM H3yYHA CBOHCTBAa CyMMMpPyeMbix QyBKyu#t c Aa-
kynapupimu psazamu Dypbe. Meroab aBTOpa, Bo Becskom caydae
HAEH DTHX METOJOB, KaXyTCi BeCbMa OTBEYAIOWIMMH CYUECTRY
BOIpOCa, MNOCKOADKY OHH MNPHBOAAT K TEOpcMaM, B HEKOTOPOM
CMbiCAE HE MOTrYIIMM ObITb YAY4IICHHbIMH.

Mbr ykasarn ocHOBHBIE BONIPOCHI, pacCMaTpHBaeMbleé B HACTOS-
me# KHHUre.

IMpog. U. IT. Hatancon ato6e3no coraacuaca sarb Ha cebs
peaakTHpoBanne aToro kypca. OH BbINOAHMA 3Ty paboTy BechMa
HCKYCHO, NMPHAOXKHB BCE YCHAHS K TOMY, uTOGbl BBHIABHTD C MOA-
HOH# OTYETAMBOCTHIO BCe AeTaaM JOKasaTeAbcTB. [losBoaio cebe
cepAeYHO NOGAArojapuTh ero.

B sakartouenne a 6aarozapio Aeunnrpasckoe oraeacune O6ne-
AMHEHHOTO HayYHO-TEXHHMYECKOro H3JaTEAbCTBa, KOTOPOE B3AAO
Ha ce6a Tpya HM3JaHHA BTOTO Kypca.

C. Manzervbpoiim

npodeccop Kaepmonckoro ynnsepcurera,
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OCHOBHBIE TOHATHA. MPOBAEMA BATCOHA. TEOPEMbDI
KAPAEMAHA

§ 1. OcHoBaniec nousATHA

1. B Teopun aHaAMTHYECKHX (YHKUKHA KOMNAEKCHOR nepemen-
Holf BecbMa BaXHDBIMH ABAAIOTCA cAelyolue ABe Teopembl Mepa-
Beftepmrpacea:

I. Anarumuueckas @yHryus 04HOSHAUHO onpegersiemcs
memu SHQUEHUSMU, KOMOPble OHA U ee NPOUIBOJHbIE UMEIOM
8 NMPOUIBOALHOIN PEWYAAPHON mouxe.

Il. Anaaumuueckas @yHxkyus 0iHOSHAYHO ONpegerstemcs
CBOUMU BHAUEHUSMU 8 MOUKAX NMOCAeZ0BAMEALHOCINU Ziy Zgy: -+,
CXOAAWelic K NMpejerbHOit petJaapHOil mouxe z,.

Teopema Il Moxer 6miTb ycTaHoBAeHA Kak CcAeACTBHE Teo-
pemot I. B camom zeae, ecan

lim Z2p=—2

M TOYKa Z; PeryaspHa, 7o BOAH3M 2TOH TOUKH Gyzer

@)=Y a,(z—z)",

OTKyJAa
k—1
f@— E ay (z — zp)
a; = lim n=0
k Z>% (Z - ZO)’k

Tax xak npH6AMmeHne z K Z) MOXHO OCYWIECTBAATD, 3acTa-
BAfA z npoberaTo TOMKH z(, Z,,..., TO 3uauenua f(z,), f(zs),-..
OnpejeAdIoT KOIPHUUEHTHl @;. B cuay Toro, uro a; = klf®)(z,),
JeAO TPUBOAMTCH K Teopeme [,

B uwacrnocTn amaauTHuecKas (YHKUMA NOAHOCTBIO Onpeje-
AfieTCHA CBOMMH 3HAYEHHAMH Ha CKOAb YrojHO MaAol ayre Kpu-
Boli, aexamelt B 0GAaCTH CymeCTBOBAHHA (PYHKUHH,
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Becbma ecrtecTBennnit Bompoc O TOM, B Kakoif Mepe Teo-
pemn | m 1l xapaktepnn ars kaacca amarmTHueckux QyHkumi,
paccMaTpiBaAca B guccepraguu . Bopeas, rae 6Goia BBeaen
60ree MHUPOKHUH KAACC-— KAACC MOHOTEHHbIX (QyHKUHH CO cxO0Z-
HoiMu cBofictBamu. B gaiswefwesm Mp, oAHAKO, OCTaBHM BTH
HCCAGAOBaHHS B CTOPOHE, OTPAHHUYHBAACD PACCMOTPEHHEM AMIIb
BEeUIeCTBCHHBIX QYHKUHUII BEIECTBeHHOH nepeMeHHOH.

2. Onpeperenmme. Bewecmeennas ¢yuryus f(x), sazannas
Ha ompeske a<x<b, Haswisaemca anarumuieckoii, eciu
cywecmayem (pYHKUUSL KOMIIAEKCHOIL NepemenHoli f(z), 10a0M0pgh-
Has 8 nexomopoit o6aacmu (D), snympu ') xomopoii pacnoio-
xen ompesox (a, b), u cosnagarowasn c f(x) 8 mouxax (a, b).

Bameuanne. Moxuo aarb onpeaereHHe aHAAHTHUECKOH
(QYHKUAH U B YMCTO BEIIECTBEHHbIX TepMmuHax. Vimewwo, gymux-
yus f(x), — anarumuueckas na samxkHymom ompesxke a < x < b,
ecaAu BOkpYL KaXJ0il MOUKU €l x, OHa pasiaraemcs 8 pag
Tsiiaopa:

o0 " (x
Fry= 3 L6 (o oy,
n=0

OKBHBAaAEHTHOCTb OGOHX ONpegeAeHHH AEerkO yCTaHOBHTb.
JeficTBuTeAbHO, TO O6CTOATEADBCTBO, YTO (YHKUHMA, aHAAHTH-
yeckas B MEPBOM CMbICAE, 6YZET TAaKOIO H BO BTOPOM, BIOAHE
TpunaAbHO. (6paTHO, €CAM HMEeT MECTO PasAOKMMOCTb B PAJ
Taliaopa oxoro kaxmzoh Touku orpeska (a, b), To Kaxayto TOuky
ero x, MmoxHO oKkpyxuTb Kpyrom (C.), B xoTopom psg Taftaopa
cxozutes, u Oyukuua f(z), onpeaereHnas Kak CymMMa 3TOro psaja,
roromopdra. Ha ocnoBannu ussectnoft Treopembr Bopeas-AeGera
O MOKPBITHH MOXHO yKasaTb Koeeunoe uucao kpyros (C,), mo-
kpuiBaomux orpesok (a, b). B csoeft cosokynmocTH 3TH KpyrH
cocraBasior obaacte (D), B koropo#t pynkuus f(z) roromoppua.

3. Teopema. Ecau ¢pynxuyus f(x) anarumuueckas na om-
peske a < x < b, mo cywecmsyem nocmosannas K maxowo poga,
umo npu ibom x us a < x <b 6yzem

[f® )] <K'n!  (n=12,..)

JdoxazateanbctTBo., O6o3nauum uepes (C) nponssorbHbIf
CHPAMASEMbI# KOHTYp, AeXawWHit UeAHKOM 8Hympu o6ractu (D)

1) Tax uro paccroauus rouex (a, b) or rpamugs (D) @meror noromumers-
Holil MAHHMYM.
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u oxBarbiBatolui oTpesok (a, b). B cuay uurerparpHo#t popmy At
Kommu

[ (x) = A

(z Te— it

Ecan aruna kourypa (C) ecrs I, max |f(z)| na (C) ecto M
H MHHHMYM pacCTOsiHM#A TOYek otpeska (@, b) or TOYEeK KOH-
typa (C) ectp 3, 1O

!
|/ ()< QW Jfﬂ

1
Ecau uepes K ofosmaunts Al060e HHCAO, GoAbulee HeM —3-
Mi 6
H ueM 5, To Gyaem umeTb

2110"‘“ < Kn
OTKYyZa CAejyeT CIpPaBeAAHBOCTb TEOPEMbI, '
O6parnan Teopema. Ecau pyuxyus f(x) sazana grs a < x < b,
uMeem B Ka*JOl mouxe 3mMO10 OmMpPesKa BCe IPOU3BOJHblE U
ecau cywecmsyem yucao K maxoe, umo npu scex x wz a < x b
6yaem
[ (x) | < K™nl, (n=1,2...),

mo ¢pynxuus f(x)— anarumuuecxas.

JoxasareabcTro. [lycts x) —npousBorbHas Touka npo-
mexyTka a < x < b. Ecanm x— Aro6asn apyras rtouka us (a, b),
NOAYHHCHHAA YCAOBHIO

1
‘x_x0{<—k_:

TO, Ha OCHOBaHWM (QOPMYAbl [afA0pa € OCTATOYHBIM HACHOM
B Qopme J\arpanma, 6yaer

Q) X0 X — X
[ = B0 (e L)

n!
k=0

‘

[Toapsysice oueHko#i AAs npoussozHOMH, HalizeMm

M (x 0(x —x,
AR ) P R 7 PO |

n!

— xo)n

B cuay Bbi6opa TOukH x npaBas 4HacTb HepaBeHCTBa G€CKO-
HCYHO MaAa BMeCTE C—-, TaK H4TO (YHKUHs f(x) pasaaraercs
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B 9a Tatfiropa okoro Ao6o#t Toukm x, orpeska (a, b). 3nauur,
f(x) - aHaaumTHHCCKam QyHKLUA.

4. Jloxa3aHHble TCOPEMbi, ECTECTBEHHO, NMPUBOAAT K CACAylO-
eMy OnpeAeAeHHIO.

Onpeaeaenne, bysem HaswisBamy KAACCO.. & Ly} OMEeuaro-

WUM NMOCAZ0BAMEADHOCINU YUCAEA My, My, .. ., MHOXKECMBO BCEX
pynruuii f(x), sagannvix Ha ompeske a < x < b, umerowux sce
nPOU3BOJHBIE U JASL KAKJZOU U3 KOMOPbIX Cyuecmsyem mocmo-
annas K, maxas, umo npu scex x us (a, b) 6yszem

[/ (@) < K'm, (n=1, 2,...).3

Coo6paxenus n° 3 ycranasausaior, uro kaacc Cy,yy coBnagaer

C KA2CCOM aHAAHTHYCCKUX (yHKuwH.
5. llpo6aema Apamapa. B 1912 roay K. Azamapom 6bia
NOCTaBAGH CAEAYIOIUMH BOMPOC: KAK0B8bI JOAKHbL 6Oblmb uucia

{my}s UMOGHL gast sesxux g8yx pynxyuii xaacca Cry y f(x) u
©(x), gAs Komopvix 8 Hekomopoii moukxe x, 6yzem
f(n) (xo) =0 () (XO) (n = O’ 1! 2: *e ) (1)
6vlA0 makie
fR=9(xP  (a<x<b) 2
CoraacHO ckasaHHOMy Bbllle, 9TO BO BCSKOM CAy4Yae TaK, GCAH
m, = n!
Ho Bompoc cocrour B ycraHoBAenun o6liero KpuTepus
AAR {my, ) -
ameuanune. Kaacen Cypy 3 — agaumusnot. lnase rosops,
ecan f(x) u ¢(x) npunaaresar k Cr,, y, TO M CyMMa H pas-

HOCTb WX NpHHaZAexaT aTOMy KAaccy. B cuay aroro mpobaema
Ajamapa moxer 6biThb CHOpMyAHpPOBaHA M B TakoH dopwme:

Kaxosvr goaxnor 6oimb uucia {my)}? umobsl BCAKAST DYHK-
uust f(x) us kracca C {m,}» AASL KOMOPOIH 8 HeKOMOPOIi Mouxe X,

6yaem
f(n) (x0) =10 (n=0,1,2..), (3)
MOXJECMBEHHO PABHAAACY HYAIO:
f(x)=0 (@<xL O ()

Onpeaerenne 1. Knracc C{m,) Ha3bIBAGTCH KBASUQHAAUMU-

ueckum A, ecau ua (1) Boitekaer (2) ara Beako# mapel QGyHKUUi
®TOr0 KAacca.
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D10 onpefeACHHE OTHOCHTCA K KAaccaM GeckOHEYHO JAud=:
penpapyemnix Qyskumfi. CxozHoe ompejereHHe MOKHMO [Z .y, y
AAS -CAyuas TPOH3BOALHBIX (yHKyui.

Onpeaerennme 2.Kracc ¢yuxunit C, 32888 L% na npomemyTke
¢ < x< b, HaspiBaeTcs KeasuaGHaAumuueckum [, ecAm Besixkue aBe
oyukuur  f(x) m ¢(x) sroro kaacca, coBnajaioiiue B He-
xoropo#t wacru (2, 3) npomexyrka (a, b)

f)=¢9¢(x), (@ <xLP)

Heo6X0AUMO coBnajaloT u BO BCeM nNpoMexyTke (a, b).

Khaccel, kpasuanaautuueckue /, 6biAm BBEACHBI BhepBbie
akagemukom C. H. Depumreitnom ¢ nomompio Teopuu HauAyd-
WEro NpUGAHAEHHS.)

Oueceuano, Beakuft kaacc QyHkuuft, kBasHaHaruTHYcCKuH A,
6yaet B TO me Bpema M xsasumaHaautHyeckum /. O6parnoe, oa-
HaKO, HE HMEET MECTa.

Samerum eie, YTO HMHTEpeC MNPEACTABAAIOT MMCHHO KBa3u-
AHAAMTHYECKHE KAQCCH! (YHKUuH, a HUKAK He OTAEAbHbie, BXO-
AsliMe B HHX QyHKOHH. JTO SaMeyaHHe CTAHOBHUTCA O0COGCHHO
SCHBIM, €CAM OTMGTHTDb, YTO JAA Bcako# ¢yuxuuu f(x) MosmHo
yKa3aTb coacpxaiiuil ce kBasuaHaAHTHueckni kaacc. Paccmorpum,
HanpuMep, Hapagy c¢ Qyuxuu#t f(x) krace QyHkuu# suza

f(x)1-Ke?,

rac K —npoussoabnas nocrosindas. (Dynkuyus f(x)sxoaur Baror
kaace npu K=0. Ecau zBe QyHKUIMH STOrO KAacca COBN3ZAlOT
XOTb B OZHOH TOYKke, TO OHH TOKACCTBCHHBI.

C nomowpbio nonATHsA KBa3sHaHaAMTHYHOCTU npobaeMa Agamapa
(POPMYAHPYETCSA TaK: KAKOBbL JOAKHbL 6bimbd uucia {m,}, umobot
kaace Cyy,y Gvir k8asuanarumuueckuii AP

[Tpo6aemot Apamapa Bunepsbie sanumarca A, Jaumya. !)

Ou ycranosua kpasumanaauTuyHocTb Kracca Cyy 3 &AR cAyuaes:

m,=nl(Inn)% m,=nl(nn)*(lnlnn)’;...

H JokasaA BooOiue, 4TO 9TO Tak BcAKHA pas, Koraa

[ee)

1
n=1t VFn

1) Denjoy, Comptes Rendus de I' Academie des Sciences, t. 173 (1921)
p. 1329.

:OO’
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ecM BUADKO TOCACAOBATEABHOCTb (m,} yAOBAGTBOPACT HEKOTO-
pbiM ACTOAKHTEABHRIM YCAOBHAM.

PesyabraTtl Janmya 6pian o6o6wens T. Kapaemanow, ) koro-
phifi ycTaHOBHA TakSS M TOUHbIC HEO6XOAMMbIC W AOCTATOUHDbIC

YCAOBHA KBasnaBaAHTHYHOCTH A,

§ 2. Npo6arema Barcona. Teopema Kapremama

6. [Npo6aema Aaamapa TecHo cpszaHa c npobaemofi Teopuu
aHAAMTHYECKUX (YHKUuH, M3BeCTHOH noj HasBaHHWEM NPOGAEMBI

Barcona.
Tipo6aema Barcoma. /Tycmo C ecmov xpyr |z— 1| < 1. Kaxue
YCAOBUSL HYKHO HAAOKUMDL HA MOCAEZ0BAMEALHOCMY HUCEA My,

mg,..., umobovl scaxas pynxuus f(z), wriomoppHras sHympu
kpyra (C) u noguunennas ycaosuio
f@) | <m,[z]*  (n=1,2,...), )
6viAa HEO6XOAUMO MOXKJECMBEHHO PABHONU HYAIO:
f@)=0  (lz—1]<1)? (6)

Beakoe ycaoeue, HANOMEHHOE Ha NOCAEZOBATEABHOCTb {m, |,
6yACT J0CMamouHbLM, CCAH ZAS 410601 roromopdHO# pyrxnun f(z)
u3 (5) caeayer (6). Ycarosue Heo6x0zumo, €cAM NPH HEBBINOA-
HEHHH CTrO CYIIECTBYET XxO0mb ogHa Oyuxuus f(z), nozYnHEHHAsA
HepaseHcTBaM (5) 4 HepaBHAA TOKACCTBEHHO HYAIO.

7. Orser Ha npo6aemy Barcona aaercs reopemot Kapaemana.
Jrn ec popmyauposku BBegeM cacAyromyto pyukuuio T (r), onpe-
AeAcHHYI0 Zas r > O

T (r) = borne —.
(n>1) M
(Boamoxno, urto T(r)=.) C nomowpto aTofl @yHKEHH ymO-
MAHYTas TeopeMa (GOPMYAHPYETCS CACAyHOLIUM 06pa3oM.

Teopema Kapaemana. Jas mow, umobor us (5) caezosaro (6),

Heo6xX0UMO U JOCMAMOUYHO, umobvl 6v1a0

jes]

[P =, (7)

1

) Carleman, Les fonctions quasi-analytiques, Paris (1926).



